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PREFAŢĂ 


Titlul cărţii sonjsonjiatului dr. Dan Brânzei pune întrebări: 
„Geometrie circumstanţială“ ? Despre ce poate fi vorba ? Te vezi 
îndemnat să deschizi cartea, să-i cercetezi conținutul. 

O „circumstanjă” este în cazul de faţă fie o structură geo- 
metrică particulară, fie o situaţie particulară dată din realitatea 
obiectivă, situație descrisă în termeni geometrici. Deci, tot 'o 
structură geometrică. Studiul acestei structuri, rezolvarea proble- 
melor ce se pun în mod natural în legătură cu această structură, 
duce la construirea unei teorii matematice particulare denumită de 
autor „geometria circumstanţei respective“. De aici, titlul de „geo- 
metrie circumstanţială“. 

Cum se concretizează această idee a construirii de „geometrii 
circumstanţiale“ 2 Care este, deci, în fond, conţinutul cărții ? 


Răspunsul este simplu. Cartea de faţă a conferenţiarului Dan 
Brânzei este o culegere' de probleme. Dar o culegere de probleme 
scrisă cu multă originalitate. Problemele nu sînt multe, dar ele 
sînt bine alese. Găsim în carte o colecţie de probleme geometrice 
clasice, prezentate cu soluţii clare, însoţite de analize și comen- 
tarii interesante (capitolul |). Găsim în carte probleme „non-stan- 
dard”, probleme pătrunse de spiritul matematicilor moderne (vezi 
de exemplu problemele IV.1, V.1, V.4). Găsim în carte „probleme 
practice“. Adică probleme obţinute prin modelare matematică a 
unor fenomene sau aspecte ale realității obiective. Studiul acestor 
probleme și nu simpla lor rezolvare conduce la un șir de noi 
probleme ce se cer rezolvate, la edificarea pe această cale a 
unei „teorii“ matematice. În felul acesta, sînt tratate „circumstanţele 
concrete“ abordate în carte (de exemplu, problemele Ill. 9, V. 3, 
V.7). l i 
Analizînd conținutul cărții, sîntem împinși să exclamăm: în 
sfîrșit, o carte cu probleme, pentru elevii. foarte buni. Literatura 
matematică românească contemporană abundă în culegeri de pro-. 
bleme. Cele mai multe sînt însă cărți „de dopaj“, utile oarecum 
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celor ce se pregătesc pentru concursuri de admitere. Cite oare din 
ele permit aruncarea unor priviri spre matematica superioară, spre 
cercetarea matematică ? Din acest punct de vedere cartea de faţă 
ocupă un loc aparte. Ea invită cititorul la reflexii, la analize, la 
cercetarea problemelor puse. Cartea trezește gustul și inițiază în 
cercetarea matematică. Ea lasă să se vadă că scopul matematicilor 
nu este învăţarea unor tehnici de rezolvare a unor clase de pro- 
bleme „fericit alese“, ci punerea și rezolvarea a cît mai multe 
probleme, deci obţinerea a cît mai multe cunoștințe, referitoare la 
o anumită structură matematică dată (structură deseori obţinută 
modelîndu-se direct aspecte concrete ale realităţii). Se rezolvă 
deci, și aici probleme, dar acesta nu este un scop în sine. Rezol- 
vîndu-se probleme se cercetează sistematic o „circumstanță“, se 
construiește pas cu pas o teorie matematică. Asifel, cel ce va 
utiliza cartea, este condus a face primii pași în cercetare. Şi acest 
lucru este deosebit de important. 

Adresîndu-se elevilor foarte buni, utilă profesorilor de mate- 
matică în munca lor la cercurile de elevi, folosibilă și de către 
studenţii în matematică, tuturor prezentîndu-le exemple interesante 
de probleme și structuri matematice, îndemnîndu-i pe toţi la ini- 
jiativa în cercetarea sistematică a situaţiilor matematice concrete 
abordate, cartea „Geometrie  circumstanţială“ a conferenţiarului 
Dan P. Brânzei este bine venită în literatura matematică româ- 
nească contemporană. l i 


Timişoara, Prof. dr. DAN I. PAPUC 
30. |. 1983 


INTRODUCERE 


© Cei mai apropiați de geometrie — profesional, informațional 
sau afectiv — constată cu bucurie că de o vreme încoace — să spunem 
de un deceniu — pe plan mondial și pe plan naţional se manifestă 
o înviorare a geometriei, o recunoaștere mai deschisă a importanţei 
ei în cadrul matematicii şi a învățământului. 

E vremea, deci, să ne bucurăm, dar e și vremea să gîndim la 
cauzele ce au determinat prelunga criză a gecmelriei. Una dintre 
cauze constă, după părerea noastră, în imaginea uşor deformatä de 
care beneficiază geometria în cultura generală. 


Este un fapt bine cunoscut că geometria s-a născut cu milenii 
în urmă, din necesităţi practice; se remarcă adesea și o mare sta- 
bilitate a adevărurilor geometriei ; ceea ce era adevărat în vremea 
Greciei antice este adevărat şi acum. Aceste trăsături constituie 
cîteva note esențiale ale geometriei, ce fac parte integrantă din cul- 
tura generală. Se constată însă că numercase: persoane (uneori 
chiar dintre cele bine infcrmate în matematica zilelor noastre) 
“extrapolează aceste note esențiale considerînd că geometria este o 
„Știință încheiată“. Am auzit atît de des întrebări (colorate cu diverse 
nuanţe de scepticism, compătimire şi mulțumire de sine) : „ce se 
mai poate descoperi în geometrie acum, la dcuă mii de ani după. 
Euclid ?“. Numeroase cărți, adresate unor cititori cu pregătire 
matematică extrem de variată ilustrează evwclujia gecmelriei de 
da Euclid la Einstein. Se arată în aceste cărți, că geomeiria elemen- 
tară a evoluat prin seisme interne de magniludini majore, născînd 
prin diviziune numeroase geometrii neeuclidiene şi închegîndu-se 
definitiv ca știință prin axiomatizarea ei de către Hilbert. O privire 
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unitară asupra geometriilor, realizată în zorii secolului nostru prin 
„Programa de la Erlangen“, permite înțelegerea geometriei ca o 
disciplină cu ramuri încă nenumărate şi avînd vîrsta mai mică 
decit un veac. Aceste precizări se referă însă la geometria ştiinţă și | 
nu la geometria ce a învățat-o fiecare traversînd pubertatea ! Deci, 
dacă dorim să facem un retuş în imaginea geometriei, este de dorit 
să reactualizăm momentul zămislirii acestei imagini. Mai trebuie 
să nu uităm nici o clipă că geomelria s-a născut din necesități 
practice ; faptul că necesități interne ale geometriei reclamă ax10- 
matizarea sau punctul de vedere grupal este semnificativ doar pentru 
o persoană dintr-o mie. 

În această carte ne-am propus să dăm o demonstraţie mai 
directă afirmației că geometria (în contact nemijlocit cu realitatea 
obiectivă, concretă) se găsește într-o evoluție neîntreruptă şi. să cons- 
tatăm inepuizabilitatea directiilor de dezvoltare ale geometriei ele- 
mentare. Iată și planul dcestei demonstrații. 

Vom considera o anumită situație concretă, să-i spunem o 
circumstanță, ce ne obligă să dăm anumite înțelesuri netradiționale 
unor concepte geometrice ca segment, dreaptă, distanță, etc. În 
acest cadru concret se pun în evidenţă o serie de propoziții adevă- 
rate ce alcătuiesc geometria acestei circumstanțe. Vom ccnstata 
că o asemenea geometrie poate di feri în mod substanțial de geometria 
tradițională. Am imaginat însă cîteva astfel de circumstante în 
care meloda de lucru să ne poată fi oferită de geometria elementară 
tradițională ; adesea, prin studiul unei astfel de geometrii ale unei 
circumstanțe, am pus în evidență propoziții interesante ale geome- 
triei tradiționale. În acest fel, probăm unitatea diverselor „geometrii 
circumstanțiale“ înglobate organic în „geometria tradițională“. 

Credem că efortul de a pune în corespondență unei anumite 
circumstanțe și o anumită geometrie circumstanțială, adică un 
studiu abstract al esenței unei anumite situații concrete,- are un 
important rol educativ - formativ şi contribuie la dezvoltarea creati- 
vității. Pentru dezvoltarea spiritului de cercetare la cititor am 
Prezentat o anume circumstanță concretă în cadrul unei probleme ; 
după un număr de pagini urmează soluția. Desigur că cititorul 


INTRODUCERE 9 


poate citi soluția imediat după enunt, dar credem că va avea mai 
mult de cîştigåt dacă va face efortul de a o găsi singur. | 

Lucrarea se adresează în special elevilor de liceu. Cîteva în- 
tilniri cu profesori de matematică m-au convins că problematica 
abordată îi interesează în cel mai înalt grad. Primele patru capitole 
conțin probleme din ceea ce am numit mai sus geometria tradițională 
și permit trecerea în revistă a principalelor metode utilizate în ulti- 
mele două capitole. În proporție suficient de mare conținutul acestop 
capitole este familiar celor ce au parcurs manualele de geometrie de 
liceu. Problemele din capitolele II (Locuri geometrice) și IV 
(Transformări geometrice) sînt abordate şi în cadrul diverselor 
geometrii circumstanțiale din ultimele două capitole; compararea 
lor contribuie la evidențierea unor aspecte comune dar şi a unor 
deosebiri între geometriile ce se asociază diverselor circumstanțe. 
Unele comentarii înserate precizează direcții majore de dezvoltare a 
geometriei contemporane. | 

Ultimul capitol este destinat unei geometrii circumstanțiale 
foarte bogată în semnificatii ; este vorba de geometria hiperbolică, 
în care sînt valabile toate axiomele lui Euclid, cu excepția postula- 
tului V, adică este vorba de geometria creată în mod independent 
de Lobacevski şi de către Bolyai. Numai că aici această geometrie 
nu este studiată în mod abstract ci pe un anume „model“ al ei, privit 
în cadrul geometriei euclidiene (modelul lui Poincaré). Ultima 
problemă din capitolul V precizează circumstanța ce corespunde * 
acestei geometrii. Considerăm că înțelegerea complementarității ne- 
antagoniste între această geometrie hiperbolică și cea euclidiană 
este o necesitate a epocii noastre. | p 

Abia în capitolul VI ne-am raliat la un sistem axiomatic 
ai geometriei absolute peniru a constata că prin înlocuirea unei 
anumite axiome ieşim din geometria euclidiană tradițională şi ne 
încadrăm în universul fascinant al geometriei „hiperbolice“. Ale- 
gînd această structură a lucrării nu negăm importanță construcției 
geometriei pe baza unui sistem axiomatic ci o argumentăm. Într-ade- 
văr, sesizând pagină cu pagină că putem accepta drept fireşti pro- 
poziții geometrice netradiționale, subliniem obligația de a delimita 
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un număr de propoziții care să ne permită să deducem întreaga 
geometrie cu rigoarea logică necesară. Nivelul exigenţelor asupra 
rigorii de redactare a soluțiilor problemelor este comparabil cu cel 
manifestat de comisiile de examene de admitere în facultăți sau 
de comisiile olimpiadelor matematice interne și internaționale. 
Sîntem, așadar, îndreptățiţi să sperăm că întreaga lucrare se va 
dovedi eficientă pentru adolescenții Studioși și pentru profesorii 
lor de matematică. 


Conf. dr. Dan - Brânzel 


PROBLEME PREGĂTITOARE 
$ 1— ENUNȚURI 


- 


I.1. Fie un triunghi ABC avînd lungimile laturilor egale. cu a, 
b, c.-Se consideră un punct D pe latura BC. 


a) Să se deducă relația lui Stewart : 
ce-DC+b:-BD—AD*:BC= BD DC BC. 


b) Să sc exprime în funcție de a, b, c lungimile ma Și fa ale medianei 
și respectiv bisectoarei interioare ce pleacă din A. 


1.2. Fie ABCD un patrulater arbitrar, E şi F mijloacele diago- 
nalelor sale AC-și BD. 
a) Să se demonstreze următoarea relație a lui Euler : 


AB:+ BC:+CD*+ DA2— AC:-— BD:=4EF2 


b) Să se demonstreze că ABCD este paralelogram dacă și numai 
dacă are loc egalitatea: is 


A B2:+ BC2+CD2+ DA?= AC?+ BD? 


1.3. Se consideră un triunghi ABC şi puncte A, B’, C’ situate 
pe dreptele BC, CA, AB dar distincte de vîrfurile triunghiului dat. 

a) Să se demonstreze teorema lui Menelaus : punctele 4’, B’, C' 
sînt coliniare dacă și numai dacă are loc următoarea egalitate (cunos- 
cută sub denumirea „relația lui Menelaus“) : 


75 BC CA, 

IC PA CE) 
(Se subînțelege că prezența barelor deasupra segmentelor _precizează 
că ne referim la segmente orientate. Are loc, de exemplu, A'B : A'C= 
=4+A'B : A'C semnul — fiind ales atunci și numai atunci cînd A' 
este situat între B și C). 
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b) Să se demonstreze teorema lui Ceva : dreptele 4A’, BB’, CC” 

sînt concurente (!) dacă Și numai dacă AB . BC . CA =—l. 
AC B'A C'B 

c) Convenim să notăm faptul că anumite unghiuri ce apar ca 
argumente de funcţii trigonometrice se consideră a fi orientate supra- 
liniind aceste unghiuri. Folosind această convenție să se demonstreze 
că dreptele AA”, BB”, CC’ sînt concurente (!) dacă și numai dacă este 
îndeplinită următoarea condiţie : 


sin A'AB “sin B'BC :sin C'CA +sin A'AC -sin B'BA “sin C'CA=0. 
__ 144. Fie un triunghi ABC și ortocentrul său H. Mijloacele latu- 
rilor vor fi notate prin 4”, B’, C’; picioarele înălțimilor prin A,, B,, 
Cı ; mijloacele segmentelor AH, BH, CH se vor nota cu A”, B”, C”. 
„__ a) Demonstrați că punctele 4’, B’, C’, A, B, G, A”, B”, C" 
Sint situate pe un cerc 4 (numit cercul lui Euler sau, uneori, cercul 
Celor nouă puncte). | | 

b) Să se constate că centrul cercului € al lui Euler coincide cu 
mijlocul segmentului OH, unde s-a notat prin O centrul cercului 8 
circumscris triunghiului A BG. 

c) Să se arate că raza cercului € este jumătate din raza R a cer- 
cului 8. 


d) Să se arate că centrul de greutate G al triunghiului ABC se 
găseşte pe dreapta OH și să se determine raportul GH : GO. 


I.5. Fie un triunghi ABC și D, E, F punctele de contact ale cer- 
cului înscris în A BC cu laturile BC, CA, AB. Se vor considera și punc- 
tele D’, E”, F' simetrice ale punctelor D, E, F în raport cu mijloacele 
A”, B', C’ ale laturilor BC, CA, AB. 

a) Să se calculeze lungimile segmentelor AF, FB, BD, DC, CE 
și EA în funcție de lungimile a, b, c ale laturilor triunghiului ABC. 

b) Să se arate că D’, E”, F' sînt puncte de contact ale laturilor 
cu cercuri exînscrise triunghiului ABC. | | 

c) Să se arate că dreptele AD, BE, CF sînt concurente (într-un 
punct numit al lui Gergonne). | 


1.6. Să se arate că proiecţiile (ortogonale) ale unui punct D pe 
laturile unui triunghi ABC sînt coliniare dacă şi numai dacă punctele 
A, B, C, D sînt conciclice. (Dreapta ce trece prin cele trei proiecţii 
ale lui D se numeşte dreaptă Simson a lui D în raport cu triunghiul 
ABC). | 
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I.7. Se consideră un triunghi ABC de laturi a, b, c şi de arie S. 
Unui punct M din planul triunghiului ABC i se asociază numerele 
reale x, y, z reprezentînd distanţele orientate de la M la dreptele BC, 
CA, AB. (Sensul termenului subliniat este următorul: x>0 dacă şi 
numai dacă M este de acea parte a lui BC de care este A, etc.; dis- 
_tanţele neorientate de la M la cele trei drepte sînt |x|, |yl și respectiv 
|z|). Numerele reale x, y, z se numesc coordonate normale ale lui M în 
raport cu ABC. | 

a) Demonstraţi identitatea a: x+b:y+c-2 =2S. 

b) Fie d o paralelă la BC ; demonstraţi echivalența următoarelor 
propoziții: 1° AB=AC şi 2° există o constantă k încît pentru orice 
M pe d să aibă loc y+z=k. 

____€) Constataţi că suma distanțelor la laturi ale punctelor M inte- 
rioare triunghiului A:BC este constantă dacă și numai dacă ABC este 
triunghi echilateral. 

d) Cunoscînd x, y, z exprimaţi distanțele punctului M la virfurile 
triunghiului ABC. | 

I.8. Se consideră un unghi xOy. Două semidrepte OM și OM” 
se numesc izogonale în raport cu ++0y dacă unghiurile orientate 
xOM și M'Oy sînt egale și la fel orientate. 

a) Fie N, N’ proiecţiile pe Ox ale punctelor M, M’ şi P., P’ proiec- 
tiile acelorași puncte pe Oy. Demonstraţi că triunghiurile MNP şi 
M'P'N' sînt asemenea. l 

b) Să se arate că are loc: MN:M'N'=MP-M'P'. 

c) Să se constate că dreptele NP și N'P' sînt antiparalele în ra- 
port cu xx0y, adică +ONP=+0P'WN-. 

d) Să se arate că punctele N, N’, P, P' sînt conciclice. 

e) Constataţi NPLOM” și N'P'LOM. 

f) Fie A, K, L, B punctele în care o dreaptă d taie semidreptele 
Ox, OM, OM’, Oy. Să se demonstreze următoarea relație a lui Steiner 


AR-AL__ OA? 
BK-BL  0B2. 


Î.9. Fie un triunghi ABC și: AD cu AD” ceviene izogonale în 
raport cu + BAC, BE cu BE’ ceviene izogonale în raport cu + ABC, 
CF cu CF" izogonale în raport cu + BCA. i 

a) În ipoteza că dreptele AD, BE, CF au în comun un punct 
M e Int (AA BC) să se demonstreze că există un punct M’ comun 
cevienelor AD’, BE”, CF". (Punctul M’ se numește szogonalul lui M 
în A BC iar afirmația de mai sus se citează ca teorema de existență a 
izogonalului unui punct). 
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b) Fie 9 mulțimea punctelor interioare triunghiului ABC şi f 
aplicația mulțimii J în ea însăși definită prin condiția de a pune în 
corespondență punctului M punctul M'=f(M) izogonal lui M. Să se 
arate că f este o bijecţie. 

c) Precizaţi izogonalele următoarelor puncte : O=centrul cercului 
circumscris triunghiului, J=centrul cercului înscris și H=ortocentrul 
triunghiului. i 

d) Cunoscînd coordonatele normale x, y, z ale punctului M să se 

determine coordonatele normale ale punctului AZ”. 


I.10. Pe laturile unui triunghi ABC se consideră următoarele 
puncte : D și D, pe BC, E și E, pe CA, F și F, pe AB. Se presupune 
că au loc următoarele egalități de segmente orientate: BD=D,C, 
CE=EFE,4, AF=F,B. ; 

a) Presupunînd că dreptele AD, BE, CF trec printr-un punct M 
să se arate că dreptele AD,, BE, CF, au în comun un punct M, 
(numit szotomicul lui M în raport cu ABC). 

b) Presupunînd că M are coordonate normale x, Y, z şi laturile 
triunghiului ABC au lungimi a, b, c să se determine coordonatele 
normale v, Yı 2, ale punctului M,. l 


I.11. Fie un triunghi ABC. Se notează, ca de obicei, prin 7, Ia. 
O centrele cercurilor : înscris, exînscris (tangent laturii BC şi prelun- 
girii celorlalte două) respectiv circumscris triunghiului. Razele acestor 
trei cercuri se notează prin 7, a, R. 

a) Să se arate că există un punct D încît DB=DC=DI = Dle 

b) Să se demonstreze următoarea relaţie a lui Euler 


OI:= R2—2R "Y l . 
c) Să se deducă și următoarea relație Euler: Ola= R:+2R vra. 


1.12. Fie un triunghi ABC. Pe dreptele BC, CA, AB se consideră 
puncte D, E, F. 

a) Să se arate că cercurile circumscrise triunghiurilor AEF, BDF 
şi CDE au în comun un punct P (numit punct pivot al triunghiului 
DEF în raport cu ABC). A 

b) Să se arate că poziţia punctului P în planul ABC depinde doar 
de mărimile unghiurilor triunghiului DEF și de orientarea acestui 
triunghi. l 

c) Să se înscrie în ABC un triunghi asemenea unui triunghi dat 
A'B'C' şi avînd arie minimă. 

„1.13. Se consideră un patrulater complet ABCDEF (adică un 
patrulater convex ABCD ale cărui laturi opuse se taie astfel: AB cu 
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CD în E şi AD cu BC în F). Fie 0, 0,, 0., E, cercurile circumscrise 
triunghiurilor ABF, BCE, CDF, ADE iar O,, Oa Os, O, centrele 
acestor patru cercuri. . 

a) Să se arate că cele patru cercuri @; (i=1, 2, 3, 4) au în comun 
un punct M (numit punct M iquel al patrulaterului complet). 

b) Să se arate că există un cerc M ce conține punctele O, (pentru 
i=1, 2, 3, 4) şi punctul M. (Acest cerc se numeşte cerc Miquel al pa- 
trulaterului complet). 

c) Fiecare dintre triunghiurile ABF, BCE, CDF, ADE sînt ase- 
menea cu triunghiuri avînd ca vîrfuri trei dintre punctele O.. 


1.14. Se consideră un cerc 8 de centru O şi rază R. Două puncte 
A, B se zic armonic conjugate față de @ dacă sînt armonic conjugate 
faţă de segmentul CD unde C, D sînt punctele în care dreapta AB 
taie cercul 8, adică are loc AC: AD=BC: BD. 

a) Fie un punct A nesituat pe Q. Să se arate că punctele P armonic 
conjugate cu A în raport cu Ê se situează pe o dreaptă d (numită 

polara lui A în raport cu 0). l 

b) Fie d o dreaptă ce nu este tangentă lui @ și nu trece prin O: 
Să se arate că există un punct unic A astfel încît d să fie polara lui A 
în raport cu 8. (A se va numi polul lui d în raport cu 0). 

c) Să se arate că polarele punctelor A situate pe dreapta d trec 
prin polul A al dreptei d. 

d) Să se extindă definiţia polarei și pentru puncte A situate pe 
Q astfel încît proprietatea precedentă să rămînă valabilă. 


1.15. Fie d, d, drepte distincte și un punct A nesituat pe nici 
una dintre aceste drepte. Prin A se duc două drepte variabile distincte, 
$ şi q, drepte ce taie d, în P, şi Qı iar pe da în Pa şi Qa. | 

a) Să se arate că locul geometric al punctului M = P,Q:N PQ: 
este o dreaptă r (numită polara lui A în raport cu (dı, da) ṣi aparținînd 
fascicolului de drepte ce conține pe da și da). 

b) Să se arate că polarele punctelor M de pe dreapta 7 determinată 
mai sus coincid şi trec prin A. 

c) Să se observe că orice punct B de pe r este conjugat armonic 
al lui A în raport cu segmentul C,C, unde punctele C, (pentru 5=1, 2) 
constituie intersecţii între AB și di. 


1.16. Fie (4, B, C, D) ṣì (4, BC, D’) două cuaterne de puncte - 
coliniare. Se presupune că există trei dintre dreptele 4A’, BB’, CE 
DD' ce aparțin aceluiași fascicol de drepte (concurente sau paralele). 
În aceste condiţii se cere demonstrarea următoarei propoziții ce cons- 
tituie prima teoremă a lmi Pappus: Dreptele A4', BB’, CC', DD' 


aparțin aceluiași fascicol dacă și numai dacă birapoartele celor patru 
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cuaterne, adică numerele reale [4, B; C, D]= AC Sici și [4',B'; 
AD BD 
C’, D']= a ; 2 sînt egale. 
A'D' B'D' 


].17. Se consideră o dreaptă d și puncte A, B. Se cere să se de- 
termine puncte C pe d, astfel încît următoarele expresii dependente 
de un punct M variabil pe d să ia valori extreme pentru M=C : 

a) MA+MB (minim); b) |MA—MB| (maxim); c) +AMB 
(maxim) ; d) MA:+MB: (minim). 

I.18. Fie ABC un triunghi ascuţitunghic. Să se găsească puncte 
M, N, P pe cele trei laturi ale triunghiului astfel încît perimetrul 
triunghiului MNP să fie cît mai mic posibil. 

I.19. Fie ABC un triunghi ce nu are nici un unghi mai mare decit 
120°. Se consideră puncte A“, B’, C’ situate de acele părţi ale drepte- 
lor BC, CA, AB de care nu se află 4, B,.C și astfel încît A'BC, 4:B'C 
şi A BC” să fie triunghiuri echilaterale. Constataţi că pentru un punct 
M arbitrar interior triunghiului ABC expresia MA+MB-+MC ad- 
mite lungimile AA”, BB’, CC” ca minoranți. Rezolvaţi apoi următoarea 
Problemă a lui Fermat : Să se determine punctul D, astfel încît expresia 
MA+MB+MC să devină minimă pentru M=D; să se evalueze 
valoarea minimă în funcție de lungimile a, b, c laturilor triunghiului 
ABC (şi de aria sa S). l l 

I.20. Fie 4, B, C, D vîrfuri ale unui pătrat. Să se găsească un 
sistem de linii avînd lungime totală minimă care să conexeze cele 
patru puncte. (H.S.M. Coxeter prezintă vîrfurile ca orașe, cerînd proiec- 
tarea unui sistem de drumuri !). 


I.21. Să se demonstreze că există un procedeu de a asocia fiecă- 
rei mulțimi finite M un punct c(M) — numit centrul de greutate 
al mulțimii M — astfel încît să fie îndeplinite următoarele condiții : 

1° c((A))=A; Sai | 

2” dacă mulțimile disjuncte M și N conţin cîte m respectiv n 

puncte și c(M)=A, c(N)=B, c(MUN)=C are loc m-AC=u-CB. 

[.22. Fie triunghiurile ABC și A'B'C'. Să se demonstreze urmă- 
toarele propoziţii ce alcătuiesc teorema lui Desargues. ` | 

a) Dacă laturile omoloage AB cu A'B’, BC cu B'C' şi AC cu 
A'C' sînt paralele, atunci dreptele AA’, BB”, CC' aparţin unui acelaşi 


fascicol -(adică sînt concurente sau paralele). 
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b) Dacă două perechi de laturi omoloage sînt paralele și distincte 
iar AA", BB’, CC” aparţin unui fascicol de drepte atunci și cea de a 
treia pereche de laturi omoloage este constituită din drepte paralele. 
= c) Dacă BC şi B'C' sînt drepte paralele și distincte și există puncte 
B=ACNA'C', C=ABNA'B', atunci dreptele AA’, BB’, CC’ sînt 
în același fascicol dacă și numai dacă BC|B.C.. 

d) În ipoteza că există punctele A,=BCNB'C', B.= ACNA'C', 
C.=ABNA'B”, atunci dreptele AA", BB’, CC’ sînt în același fascicol 
dacă şi numai dacă punctele Ai, Ba, C, sînt coliniare. 


1.23. Fie un triunghi A BC situat într-un plan w. Pentru un punct 
M din z vom conveni să-i notăm proiecţiile sale ortogonale pe dreptele 
BC, CA, AB prin Ma, Ms, Me. (În cazul cînd aceste puncte nu sînt 
coliniare, adică dacă M nu este pe cercul circumscris lui ABC se 
foloseşte pentru MMM. denumirea de triunghi podar al lui M). 

a) Demonstraţi următoarea teoremă a lui Oppel: Dacă D, E, F 
sînt puncte pe dreptele BC, CA, AB atunci există un punct M încît 
D=M,, E=M,, F=M,. dacă şi numai dăâcă are loc egalitatea 
(*) BD:+CE:+ AF:=DC+EA2+FB2. 

b) Vom nota prin a, b, c lungimile laturilor BC, CA, AB. Punctului 
M din = îi vom asocia tripletul de numere reale a(M)= (xm, ym, zm) 


unde xm= =— ʻa, Yu = CM; ‘b, aa d ah (Cu alte cuvinte, 
CA AB 


- xm, ym, zm Sînt coordonate ale proiecțiilor lui M, socotite pe laturile 
triunghiului, după ce s-au ales în mod convenabil anumite vîrfuri 
ale triunghiului ABC ca origini și s-a fixat cîte un sens determinat 
de sensul de parcurgere al triunghiului ABC). Se cere să se arate 
că a este o bijecţie de la m la mulțimea + a tripletelor (x, y, z) de . 
numere reale ce satisfac : 

2(ax+by+cz)=a°4+ b+c. 

c) Să se determine a(M) cînd M este : 

1° un vîrf al triunghiului ABC; 

2° ortocentrul triunghiului ABC ; 

3° centrul cercului înscris triunghiului ABC ; 

4° centrul cercului circumscris lui ABC ; 

5* centrul de greutate al triunghiului ABC. 

d) Să se exprime coordonatele normale x’, y’, z' ale punctului 
M ce satisface «(M)=(x, y, 2). 

1.24. Fie d, d' drepte secante în O și puncte: A, B, C pe d, 
A, B', C' pe d!. Se presupune că există puncte A, = BC'NCB', B, = 
= A'COCA', Ci=AB'NBA'. Se cere să se demonstreze următoarea 
teoremă a lui Pappus : punctele A. Bu, C, sînt coliniare. 
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.$2. SOLUȚII 


I.1, Fie E proiecția lui A pe BC. În ipoteza 
că unghiul ACB este ascuţit obţinem prin teo- 
rema lui Pitagora generalizată : 


AB?= AD*+ BD? — 2BD -ED 
AC= AD: + CD? +2DC - ED 
Înmulţind prima relaţie cu DC și a doua cu 
Fig. 1 BD, prin adunare se obţine relația dată în e- 
nunț. Se renunță la ipoteza +ADB<90. 
Pentru cazul cînd D este mijlocul lui BC prin'înlocuire se obţine : 


2(b2 +c?) —a? 


mă = AD? = F 


Cînd D este piciorul bisectoarei interioare din A se obține, cu 
DB _ AB c 


teorema bisectoarei : =— = — = =, 
DC AC b 
Formînd două proporții derivate obținem : 
pha peod 
b+e a+b 


Înlocuind în formula lui Stewart se obține relația intermediară 
ușor de memorat 4D?=AB :AC—DB -DC și apoi 


aapa Ia-ti A6tea) 
bo 
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Ubservaţii. 1. Relaţia Stewart şi demonstrația dată rămîn valabile și cînd D este 
pe dreapta BC şi nu pe segmentul BC, cu condiţia să socotim segmentele de pe dreapta 
BC drept orientate. Relaţia își păstrează, valabilitatea şi în cazul cînd A este coliniar 
cu B și C.Acest caz se demonstrează, ușor, prin calcule algebrice. 

2. Dacă punctele B, C, D nu. sînt coliniare relația lui Stewart este îndeplinită 
numai pentru puncte A situate pe un anumit cerc. 

3. Relaţia lui Stewart a fost obținută aplicînd de două ori teorema lui Pitagora gene- 
ralizată şi prelucrind algebric identitățile obținute. Ar fi însă eronat să considerăm că 
din acest motiv relaţia lui Stewart este inutilă. În fond și teorema lui Pitagora generali- 
zată se obține aplicind de două ori teorema lui Pitagora, teorema lui Pitagora, se obţine 
aplicînd de două ori teorema catetei (adica asemănări de triunghiuri), adica teorema lui 


Thales etc. 


I.2. Se calculează EF?, ca mediană în 
triunghiul DEB și în formula obținută se 
înlocuiesc DE: şi EB? exprimate din tri- 
unghiul ADC şi ABC (mediane). 

Egalitatea a doua este echivalentă cu 
4EF: = 0 deci cu coincidența mijloacelor 
diagonalelor lui ABCD. 


1.3. a) Paralela prin A la BC taie A'B’ 
i B'C AC .C'A AX 
în X. Au loc: =— = —_ $ = 


Înlocuind aceste rapoarte în membrul întîi 
ne asigurăm că: 
A'B B'C. CA _ 
A'C B'A C'B; 
Semnul cantităților din mebrul I al £ | 
realației din enunţ se stabileşte pe baza Fig. 3 
observaţiei intuitive (se poate cita și axio- 
ma Pasch) că o dreaptă taie în interior două sau nici una din laturile 
unui triunghi (în ipoteza că nu trece prin nici un vîrf). 
Pentru a obţine reciproca, se presupune. prin absurd că A’, B', 
C! nu ar fi coliniare. Putem uni două din ele de exemplu A” și C 
printr-o dreaptă ce taie AC într-un punct B diferit de B’. 'Aplicînd 
teorema directă și folosind egalitatea ce apare ca ipoteză obținem: 
B'C : B'A=BC : BA în contradicție cu ipoteza B'#B. l 
Observaţie | O analiză riguroasă va surprinde și cazul cînd dreapta A'B' [de exemplu 
este paralelă laturii AB, obținind în acest caz teorema lui Thales drept caz particular. . 
Evident nu putem afirma că particularizind astfel s-a demonstrat şi teorema lui 
“Thales. deoarece această teoremă a fost utilizată în demonstrația directei (şi, implicit, 
a reciprocei). 


1 
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b) Să presupunem că 4A’, BB: și CC" 
sint concurente în O. Teorema lui Menelaus 
pentru triunghiurile AA'B și AA'C tăiate de 
dreptele COC’ și respectiv BOB’, conduc la: 

CB OA’ CA —ı. BA BIC OA 


> ° e y, — => 


Fig. 4 


Înmulțind egalitățile ce au fost puse în 
evidență membru cu membru, se va obține egalitatea din enunț 
după observații absolut imediate: CB : BC = — | și BA':C4 = 
=A'B: AC. 

Reciproca se demonstrează prin reducere la absurd după o tehnică! 
profund asemănătoare celei aplicate la punctul precedent. Dacă AA’ 
nu ar trece prin 0=BB'NCC', am considera D=A0N BC. Ipoteza 


admisă și partea mai sus demonstrată a teoremei ne permit să punem 
în evidență egalitățile 


TB ECCA, p BECCA, 
A'C B'A CB DC B'A CB 


— 


Împărțind membru cu membru aceste egalități deducem A'B : 4A'C= 


=DB: DC, deci A'=D etc. 

“Soluția II. Ne propunem acum să dovedim teorema lui Ceva 
fără a ne baza pe teorema lui Menelaus. Deoarece vom considera 
arii ale mai multor triunghiuri XYZ va fi util redactării să notăm 
o astfel de arie prin simbolul (XYZ). Vom constata ușor: 


A'B __(44'B) (OA'B) _ (44'B)—(04'B) _ (OAB) 
A'C (AAC) (0A'C) (AA'C)— (0A'C) (OAC) 
Folosind încă două explicilări analoage de rapoarte deducem : 


e ei me DEE e ip i i e 


A'C B'AC'B (OAC) (OAC) (OCB) ` 


Vom preciza apoi uşor semnul membrului I al velației lui Ceva și 
demonstrația este practic încheiată. Considerăm un exercițiu util de- 
mensirarea teoremei lui Menelaus prin combarări de arii sau prin 
teorema lui Ceva. | 


Observaţii. Teoremele mai sus demonstrate ale lui Menelaus și Ceva sînt deosebit 
de importante. Teorema lui Menelaus constituie una din principalele metode de demon- 
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CR a eee 


strare a coliniarităţii unor triplete de puncte plasate pe laturi de triunghiuri iar teorema lui 
Ceva oferă posibilități de dovedire a concurenţei unor „ceviene“, adică a unor drepte ce 
trec prin virfurile unui triunghi. Pe de altă parte, aceste teoreme permit calcularea unor 
rapoarte de segmente ce apar prin trasări și intersectări de drepte. Pentru o mai uşoară 
memorare a modului de formare a produselor de rapoarte ce figurează în membrii I ai ega- 
lităţilor din aceste două teoreme facem următoarea recomandare. Se vor scrie la început 
puncte ce NU constituie virfuri ale triunghiului de referință, se vor completa apoi celelalte 
extremităţi de segmente cu grija de a'apare doar drepte ce limitează triunghiul și de ` 
a nu repeta, nici „sus“ nici „jos“, vîrfuri ale triunghiului ! i 

c) Aplicînd teorema sinusurilor în triunghiurile ABA’ și ACA’ 
oținem : 

A'B AB „_ AC __AC 


RS — 
sin A'AB sin BA'A `l sin AAC sin CA'A 


Împărțind membru Cu membru aceste egalităţi și observînd că.+ BA'A 
și +CA'A sînt suplimentare deci au același sinus obținem : 
() A'B _ c sin A'AB 
. A'C b sin A'AC 

Egalitatea își păstrează evident valabilitatea dacă vom considera în 
membrul I segmentele A'B și A'C ca orientate dar și în membrul 
secund unghiurile respective ca orientate ! Scriind încă două egalități 
analoage cu (*) și înmulțindu-le vom obține conform punctului 
precedent : : 

Fie ABC un triunghi ; condiția necesară și suficientă ca dreptele 
AA', BB’, CC’ să fie concurente este 


sin 4A'AB sinB'BC sinC'CA 
sin A'AC sin B'BA  sinC'CA 
Enunţul problemei se obține eliminînd numitorul. 
Rezultatul abia demonstrat este citat sub denumirea forma iri- 
gonomelrică a teoremei (relației) lui Ceva. 
Observaţii. Să considerăm figura alăturată în care A' 


este mijlocul lui BC iar B', C' sînt simetricele față de A a 
ale virfurilor C, B. Observăm ușor : 


—] 


A'C B'AC'B 
Conform teoremei lui Ceva mai sus demonstrate am putea 
afirma că dreptele AA', BB CC' sînt concurente. În reali- Pan 
tate aceste trei drepte sînt în mod evident paralele. Prin Fig. 5 
urmare enunţul și demonstrația de mai sus sînt eronate ! 
Să analizăm pentru început unde am greșit în demonstraţie. O trecere în revistă a de- 
monstrației va scoate în evidență că am acceptat fără comentarii existența unui punct 
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0=BB'A CC'. În acel moment al demonstrației trebuia să fi dovedit mai multă circumspecție 
si, implicit, „mai multă rigoare“. Punctul O nu există atunci cînd BB', CC' sînt paralele. 


CA CA BC-BA 


Să notăm în acest caz B=B'A; B'C, vom obține ușor: = II e al B. 
C'B CB' B'C 
Folosind apoi relația lui Ceva vom.deduce ; 
AB BACB B B'A BPA 


4C BC CA l-B BC-BA AC 
Mai exact, fn_ipoteza BB'||CC', relația lui Ceva este echivalentă cu egalitatea 


A'B: A°C=— B'A ; AC. Această ultimă egalitate are ca semnificafie geometrică para- 
paralelismul dreptelor A4' si BB'. Prin urmare relația lui Ceva poate avea loc nu 
numai în situația prevăzută în enunț (AA', BB', CC concurente) ci și în situația că 
aceste trei drepte sint paralele | 

Prin urmare, enunţul acestei probleme (dat aşa cum apare în marea majoritate a cazu- 
rilor în literatura geometrică mondială) este incorect! Vom vedea în ce mod poate fi corectat 
acest enunț. 

O primă variantă ar consta să admitem ipoteza că două din drepiele AA’, BB', CC 
sînt secante și, în cadrul astfel vestrins, să enunțăm echivalența între relația lui Ceva și con- 
curenja celor trei drepte. Dar apariția unei ipoteze suplimentare scade din eleganța enunțului, 
$I face mai puțin accesibil și mai greu de memorat | 

O a doua variantă de corijare a enunțului ar consta în reconsiderarea sensului geometrie 
al expresiei „dreptele... sint concurente“, Se acceplă adesea să se spună că două sau mai multe 
drepte paralele sînt concurente într-un punct „de la infinit“. Această convenție poate deveni 
viguroasă dacă mai adăugăm planului euclidian așa numitele Puncte „improprii“ (câte un 
astfel de punct AA pentru fiecare direcție neorientată A pentru a putea spune că AA este situai 
pe orice dreaptă de direcție A), puncte ce ar alcătui împreună așa numita dreapta impro- 
Prie.a planului. Dar această convenţie este acceptată în cadrul geometriei Droiective și ra- 
Poar tele ce figurează în relaţia lui Ceva nu pot fi definite în cadrul geometriei proiective . 
decît dacă se indică dreapta improprie. 

În fine, o a treia variantă, variantă pe care o considerăm și riguroasă şi accesibilă. 
Plecăm de la faptul că sînt cunoscute două tipuri de fascicole de drepte : ce trec printr-un 
anumit punct respectiv ce au aceeași direcție. Iată deci, ce formulare preferăm pentru teorema 
lui Ceva: 

i II 
Fie A', B', C' puncte pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi. Drepiele AA’, BB' 


CE! aparțin aceluiași fascicul de drepte dacă și numai dacă are loc relația lui Ceva: 


AC BA CB 
(Relația lui Ceva poate fi dată ṣi sub formă trigonometrică) 


I. 4 a) Fie € cercul ce trece prin A”, B' și C’. Vom dovedi că trece 
prin A, observînd că C'B'A'A, este trapez (B'C'=linie mijlocie) 


isoscel (A,C” =: AB ca mediană în triunghi dreptunghic și A'B’ = 


=} AB ca linie mijlocie). 
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Analog, B€ şi Cesc. 

Vom dovedi că A” este punctul diametral opus lui A” în £ observînd 
că x A4,4'=90* și demonstrînd + A”C'A'=90?. În acest scop, vom 
observa că C'A” este paralelă (ca linie mijlo- 
cie) cu BH iar C'A'AC. Rezultă +A4”C'A'= A 
= + BB,C=900, ceea ce ne propusesem să do- ~ 
vedim. Analog B” eg şi C'es. 

b) Mediatoarele segmentelor 414" și B.B' 
trec evident prin centrul Q al cercului lui 
Euler dar și prin mijlocul segmentului OH ; 
cele două puncte vor coincide. 

c) 4”Q este linie mijlocie în triunghiul 8 AMA c 
AHO. l Fig. 6 

d) Din asemănarea triunghiurilor A”HQ - 
și A'OQ urmează A”H =O0A' sau AH = 204. (Demonstraţi această 
egalitate și prin calcul!) Fie G= A4A4'NH0. Din asemănarea triunghiu- 
rilor AHG și A'0G urmează GA : GA'=HA :0A'=—2. Deducem ime- 

diat că G coincide cu centrul de gre- 
utate al triunghiului ABC. Aceeași 
asemănare ne conduce și la con- 
cluzia GH : GO= —2, condiţie ce ne 
permite evident să individualizăm 
al treilea dintre punctele G, H,O 
atunci cînd cunoaștem poziția ce- 
lorlalte două. 


Observaţii. Precizăm că denumirea de 
cerc „al lui Euler“ este în bună măsură 
eronată. Diferiți istorici ai matematicii, ftn- 
tre care îl menționăm în primul rind pe 
J.S. Mackay au adus precizări importante 
şi interesante în această privință. 

Marele matematician LEONHARD 

EULER (1707—1783) a adus contribuţii . 

uriașe în toate domeniile matematicii seco- 

Fig. 7 lului său, inclusiv în geometria elementară. 

i În legătură cu configuraţia din această pro- 

blemă el demonstrase coliniaritatea punctelor G, H, O și valabilitatea relaţiei HG==20G, 

Prin urmare este complet justificată denumirea de „dreaptă alui Euler“. Dar nici 

sa operă matematică nici bogata sa corespondenţă nu conţine alte referiri la 
subiectul în discuţie ! | , 

Printre primii descoperitori (independenţi !) ai „cercului lui Euler“ îi semnalăm pe 
Benjamin Bevan (1804) și John Butterworth (1806). Riguros vorbind, aceşti matemati- 
cieni comentează poziția cercului circumscris triunghiului A BC în raport cu triunghiul 
II »I, avind virfurile în centrele cercurilor exinscrise lui ABC. Dar A BC este triunghi 
ortic în 1,1], astfel că deosebirea este neesenţială. Prima referire exactă la subiect apare 
în 182 1 intr-un articol consacrat unei probleme mai ample semnat de Ch. J. Brianchon 
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şi Victor Poncelet. Un an mai tîrziu, utilizînd un punct de vedere esențialmente diferit, 
K. W. Feuerbach prezintă și proprietatea cercului „lui Euler“ de a fi tangent cercurilor 
înscrise și exînscrise triunghiului A BC. | 

Se pare că modul în care a apărut confuzia asupra „paternității“ este următorul. În 
anul 1842 matematicianul O. Terquem publică în același număr al revistei Nouvelles 
Annales de Mathematiques două articole : primul „Considérations sur le triangle rectiligne, 
d'aprés Euler“ și al doilea în care lipseşte doar specificarea „d'aprés Euler“. Faptul că 
Terquem nu atribuie lui Euler descoperirea proprietăților cercului în discuție este argu- 
mentat și de denumirea ce o folosește, anume „cerc al celor nouă puncte“ și de comen- 
tarea, configurației în cel de al doilea articol. În anul 1892, cînd denumirea de cerc Euler 
era deja larg utilizată, E. Ch. Catalan afirmă că atribuirea denumirii este datorată lui 
Terquem ! Oricum, problema nu este esențială, Euler rămînînd un.foarte mare matema- 
tician, chiar fără să fi descoperit acest cerc şi denumirea avînd deja o ariede răspindire 
prea largă pentru a mai putea să fie înlocuită cu denumirea mai puțin răspîndită de cere 


al celor nouă puncte. 

I. 5a) Se constată ușor egalităţile AE=AF, 
BF=BD, CD=CE (tangente la cerc dintr:un 
punct). Notînd “aceste segmente prin x, y, z se 
obține sistemul liniar : y +z=a, x+z=b, x+ 

+y=c cu soluția x=p—a, y=p—b, z=p—c. 
b) Fie D,, E,, F, punctele de contact cu 
laturile triunghiului ale cercului exînscris cores- 
punzător laturii BC. Notăm AF, = AE =, 
BF.=BD,=y, CD,=CE,=z, (din nou tan- 
gente dintr-un punct la un cerc). Se obține 
sistemul liniar x'—y'=c, y'+z'=a. x’ — y=b 
Soluţia sistemului este x=þ, y=p—c, z=p—b. 
Se observă imediat z’= y, adică CD, =BD, adică 
Fig. 8 D, coincide cu simetricul lui D față de mijlocul 

„lui BC. i ; i 
c) Se aplică teorema lui Ceva în triunghiul A BC pentru „cevienele“ 


AD, BE, CF. Egalităţile de la a) conduc la rezultat, ' 


~ I.6. Să presupunem că D se proiectează (ortogonal) în M, N, P 
pe BÇ, CA, AB. Vom demonstra echivalența 
logică din enunț într-un caz particular și anume 
nici unul dintre punctele M,. N, P nu coincide 
cu vreun vfřf.al triunghiului A BC și măcar unul 
dintre ele este interior unei laturi. Cazurile exclu- 
se admit demonstraţii imediate sau analoage celei 
de mai jos. Vom mai. presupune că două dintre 
aceste trei puncte se găsesc pe laturi, de exemplu 
N şi P, iar cel de al treilea pe prelungirea unei 
laturi. ăi 

Aparent, este vorba de o ipoteză suplimentară, dar o analiză 
mai atentă ne va convinge că ăceastă ipoteză derivă din cele două 
ipoteze ce trebuie să le admitem Succesrv în problemă. 
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Dacă D este pe cercul circumscris triunghiului, ne putem fixa 


N 
notația presupunînd că D este pe arcul AC ce nu-l conţine pe B. Vom 
mai fi obligaţi să acceptăm că N este pe latura AC. Cu ajutorul patru- 
laterelor inscriptibile BADC și BPDM constatăm ușor + ADC=180”— 
—B= + PDM. Folosind această egalitate surprindem următoarele 
implicaţii : P situat pe segmentul AB = semidreapta DP interioară 
unghiului ADC = semidreapta DM exterioară unghiului BDC = M 
on segmentului BC. În mod analog constatăm B—M-—C = non 
—P—B). 

În cadrul celeilalte ipoteze, și anume că M, N, P sînt coliniare 
din considerații intuitive vom constata că M, N, P sînt: 
= — sau toate trei pe prelungiri de laturi (caz exclus prin plasarea 
inițială într-un anume caz al problemei) ; 

— sau două pe.laturi și una pe o prelungire. 

Prin urmare, și în 'acest caz ipoteza suplimentară decurge logic 
din ipoteza principală. | 

Să observăm, apoi, că rostul ipotezei suplimentare adoptate) 
constă în precizarea următoarei echivalențe logice. 


(1) MN, P coliniare = x PNA= + MNC 


Folosind patrulaterele inscriptibile PNDA şi MDNC (în care 
unghiurile drepte sînt convenabil așezate), vom deduce: 
+ PNA= + PDA=90%— + BAD şi +*MNC= + MDC= + BCD—90° 
Substituind aceste egalități în (1) obținem: | 


(2) M, N, P colinare < x BAD+ + BCD=180 


Egalitatea de mai sus exprimă tocmai conciclicitatea punctelor 
B, 4, D, C (sau, mai exact, plasarea lui D pe arcul AC al lui @ ce 
nu îl conţine pe B dar „surplusul de informație“ 
provine din convențiile de notație făcute). Am 
demonstrat, deci : | 

M, N, P coliniare De, q.e.d. 

I.7. Să începem prin a observa că, în raport 
cu un triunghi ABC, planul se împarte în 7 re- 
giuni cărora li se adaugă dreptele BC, CA, AB 
(ca mulțimi de puncte). Pe figura 10 am precizat 
semnele numerelor reale x, y, z asociate unor l 
puncte din acea regiune. La traversarea unei : Fig. 10 
drepte (BC, CA sau AB) pentru a trece dintr-o 
regiune în alta apare o schimbare de semn pe locul corespunzător 
dreptei în enumerarea de inai sus. Este evident că punctele M situ- 
ate pe o astfel de dreaptă vor avea coordonata corespunzătoare nulă. 
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Da] 


a) Să considerăm un punct M interior triunghiului ABC. Prin 
segmente MA, MB, MC separăm triunghiul ABC în trei triunghiuri : 
MBC, MCA, MAB. Relaţia din enunț exprimă tocmai faptul că suma 
i ariilor celor trei triunghiuri este S. Demonstrația 
rămîne valabilă și cînd M se plasează în alte regiuni 
(eventual pe dreptele BC, CA, AB) cu condiţia să în- 


locuim termenul ;sumă“ prin „sumă algebrică“. 
Observaţii : 1. 'Lermenul de „coordonate (normale)“ folosit în 
enunț este corect. Triunghiul ABC prilejuiește o bijecție f de la 
mulțimea z a punctelor M din plan la mulțimea II a tripletelor 
(x, y,2) de numere reale ce satisfac condiția az-+-by+cz=2S. 
ă “Pentru a constata bijectivitatea, lui f să presupunem date numere 
Fig. 11 žo Jæ žo Verificînd egalitatea menţionată. Punctele M ce au prima 
coordonată egală cu x, se plasează 'evident pe o dreaptă a' para- 
Jelă cu BC (la distanță |x| de BC, într-un semiplan decis de semnul lui +, şi de 
poziția lui A). Punctele M ce au a doua coordonată egală cu yọ se află pe o para- 
lelă b' la CA. Dreptele a' și b se vor tăia într-un punct Mo (nu pot fi paralele căci ar 
urma BC CA). Fie (x,y,z) coordonatele normale alelui M. Din definiţia lui 
Mo urmează a = x, şi y =y. Vcm constata apoi că din: 


ax +by cz =25=aao-+byp-kcz 


urmează șI 7=20. Am găsit deci un punct unic Mo încît “(Mo)= (xo Yo z)» q-e.d. 

b) Punctele M de pe d vor avea coordonate normale (20, Y,2) 
unde x, este distanța orientată de la d la BC. Conform punctului 
precedent vom avea egalitatea by+cz=2S—ax. Vom considera ȘI 
constanta / definită prin bh=2S—ax,. Obţinem deci următoarea 
exprimare a apartenenței Med: 


e) +a 


Acum, dacă are loc 1°, deci b=c, egalitatea (*) devine y+z=} și 
ne-am asigurat că arc loc 2°. 
Reciproc, dacă are loc 2°, obținem sistemul liniar 


y+z=h, y+-z=k 


ce admite ca soluții distanțele orientate la CA, AB ale punctelor de pe d. 

Acest sistem admite soluție unică pentru bc dar această al- 
dernativă nu poate fi acceptată (M fiind variabil pe d). Se impune 
teci să aibă loc situația contrară, adică b=c, adică 1°. Rezultă acum 
și h= k pentru a asigura compatibilitatea sistemului.) 

c) În cazul cînd ABC este echilateral, concluzia dorită se obține 
direct din relația demonstrată la a). Vom aborada acum implicația 
reciprocă. p 
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Fie 7, I raza respectiv centrul cercului înscris în triunghiul ABC. 
Are loc f(1)=(r,7,7). Enunţul impune ca pentru orice M interior 
triunghiului să aibă loc l i 


f(M)=(x, y, 2) = x+y+z=3r. 


Ne îndreptăm atenția asupra punctelor M situate (în interiorul lui 
ABC şi) pe paralela prin I la BC. Vom avea acum z=7r şi egalitatea 
de mai sus va deveni x+y=2r. Vom aplica acum concluzia de la b) 
(raționamentul demonstrativ nu este afectat de faptul că ne limităm 
la puncte M interioare lui ABC) şi vom conchide b=c. Lăsînd apoi M 
să varieze pe paralela prin I la AC vom deduce E 
analog (cu simplă schimbare de. notații) și a=c. 

d) Vom presupune că M este interior lui ABC ; 
plasarea lui în altă regiune nu va afecta relațiile 
ce le vom deduce. Fie N, P intersecțiile. cu BC, 
CA ale perpendicularei din AM pe BC. Considerăm 
și proiecția Qa lui M pe AC. Vom obține ușor : 


MP=—}—, NP=NM+MP= +=, 
cos C cos C Fig. 12 
NC=NP ctg C= ds aut 
| sin C 
CM:=CN:+ Nu (E ay 2ay cos 
sin C sin? C 
Formularea enunțului cere însă să exprimăm CM: folosind a,b, c, S3 
z . a?+b? — c? c 2S . ; 
vom înlocui cos C= —————, sin C = — =— şi vom obţine: 
2ab 2R ab | 


CM?= T jabat y) Hatt c?) xy]. 


În mod analog, sau prin permutări ciclice 
deducem AM? şi BM”. 

I.8 a) Folosind inscriptibilitatea . pa- 
trulaterelor MNOP și M'N'O'P obținem 
xMNP=xMOP = + N'OM'= +M'N'P" 

b) Rezultă din proporționalitatea la- 

Fig. 13 turilor triunghiurilor asemenea MNP şi 
M'P'N. 

c) Unghiurile ONP și OP'N' sînt egale avînd complemente 

(+ PNM şi +N'P'M”) egale. 
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d) Folosind punctul precedent, evităm. utilizarea egalităților 
de unghiuri pentru a exclude influenţa cazului particular din figură 
și stabilirea asemănării triunghiurilor ÓN P și OP'N’. Din proporționa- 
litatea laturilor urmează ON. ON'=0P . OP: și folosind reciproca 
puterii punctului O în raport cu cercul ce trece prin N, N’ şi P deducem 
că și P’ se găsește pe acest cerc. 

e) Una din egalitățile stabilite la a), *MNP= NOM’, condu- 
ce la concluzia că unghiurile din O şi N ale triunghiului ONX (unde 
= 0M'NNP) sînt complementare, deci 
OM'1 NP. Afirmația a doua se obţine 
analog. 


f) Pentru a utiliza unele din rezulta- 
tele anterioare vom presupune (evident 
fără a restringe generalitatea) că M=K 
și M'=L. Fie A, proiecția ortogonală a 
lui A pe BC. Observăm că triunghiurile 
BKN și BLN’ sînt asemenea cu BAA, şi 
apoi că triunghiurile CLP' și CKP sînt 
asemenea cu CAA,. Vor fi valabile egalităţile ; * 


BK _ AB BL _ AB CK_ AC CL _ AC 

NK AA, NL AA, KP AA, LP AA, 
Obținem de aici Pub EL = da : n, auf 

CK.CL AC: KP.LP 
doua fracție din membrul JI are valoarea 1 şi relația lui Steiner este 
dovedită. 


Observații. 1. Aici, enunţul problemei a constituit o jalonare a demonstraţiei sin- 
tetice a teoremei lui Steiner. Ruptă de acest context interogativ demonstrația sintetică 
de mai sus este frumoasă dar lipsită de naturalețe.  Schițăm și o demonstrație mai 
puțin „elegantă“ dar mai naturală. 

Conform unor rezultate intermediare din soluția punctului c vom avea : 

BK  csinKAB BL csin LAB: 


= — e 9 e 


Conform b) cea de a 


Înmulțind membru cu membru cele două egalități vom simplifica sin KAB=sin LAC şi 
sin KAC = sin LA B pentru a obține relația lui Steiner. 

2. Teorema lui Steiner conține drept cazuri particulare teoremele bisectoarelor 
(interioară și exterioară). f y 

3. Constatind că punctele K, L sint simultan interioare sau exterioare segmentului 
BC vom putea formula relația lui Steiner şi cu segmentele orientate; 
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„1.9 a) Folosind relaţia lui Steiner (pro- 
blema precedentă punctul f) de trei ori 
obținem: < 

BD. BD CE.CE AF. AF _ 


CD 4E.4FE BF. BF 
_ 4B? BC? CA? = fi 
AC? BA? CB? 

Deducem de aici: 


S| 


DC EA FB DC EFA FB 


Dacă AD, BE şi CF sînt concurente, atunci conform teoremei lui Ceva 
"membrul Z al egalității de mai sus este — 1 și în baza reciprocei aceleiaşi 
teoreme, dreptele AD', BE’ și CF’ vor fi concurente, g.e.d. 
Avînd însă în vedere rectificarea de enunț 
ce a apărut în finalul soluției problemei I. 3.c, 
relația lui Ceva nu ne asigură decît că AD’, 
BE”, CF' aparţin unui fascicol. Demonstrația 
„existenței punctului A/' mai trebuie deci să 
arate că AD’ și BE’ sînt secante. Ipoteza 
încă nefolosită că M este interior triunghiu. 
lui ABC ne va conduce ușor la concluzia că 
AD şi AD” sînt interioare unghiului BAC, BE 
Fig. 16 și BE" interioare pentru + ABC și concluzia. 
- dorită rezultă imediat. De fapt, ipoteza men- 
ţionată este prea restrictivă. Presupunînd că M și C sînt de părți 
diferite ale lui AB, vom nota +MAB=x, +MBA=y şi vom con- 
stata uşor că AD' şi BE’ pot fi paralele dacă și numai dacă x+y=C, 
adică dacă M se plasează pe cercul circumscris lui ABC. Era deci su- 
ficient că cerem ca-A, B,C, M să nu fie conciclice. 

b) Vom observa existența unor bijecţii g și k ale semidreptelor 
interioare unghiurilor BAC și respectiv BCA unde g: AD-AD' 
și k: AE — AE'. Observăm apoi că f(M)=g(4M)NhA(BM). Cu această 
` exprimare se verifică ușor caracterul bijectiv al lui f. 

c) Vom observa că dacă H este ortocentrul triunghiului ABC, 
O este centrul cercului circumscris și Æ’ este diametral opus lui A 
în acest cerc au loc egalitățile + BAH=90%—B=90*— + AA'C= 
= + A'AC. Urmează de aici, că O și H sînt puncte izogonale. 

Se constată ușor că I este propriul său izogonal. l 
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d) Vom presupune că punctele izo- 
gonale M și M’ au coordonate normale 
(x, y, 2) şi respectiv (x', y’, z'): Folosind 
concluziile de la punctul b al problemei 1.8 
din faptul că AM şi AM” sînt ceviene 
izogonale în raport cu BAC deducem 
y. y'=z. 2. În mod analog descoperim și 
egalitatea x. x'= y. y’. $ 

Va exista deci o constantă ż încît 
7 OE ga 
-, y = g =, 
xo y z 


(*) | x= 


Vom determina numărul real ¿ impunînd numerelor +, y’, z' să 
satisfacă identitatea din problema I.7.a, anume ax'+by'+cz'=25. 


Obţinem i = ____2S Xy2 
ayz + baz + cv 
nem coordonatele normale ale lui M’. 


Observaţii. Dacă nu am fi fost asiguraţi de existența lui M am fi constatat că 
acest punct există dacă și numai dacă există £, adică dacă nu cumva are loc 


- Substituind această expresie în (*) obţi- 


(1) ayz + baz + cxy=0 


Prin urmare (1) exprimă faptul că M=/f"!(z, y, z) nu admite izogonal ; comen- 
tariile de la a) ne conduc la concluzia că (1) este ecuația cercului circumscris triunghiulus 
A BC (in coordonate normale relative la triunghiul. A BC). 

Etimologia cuvîntului izogonal este evidentă : izo = egal, gonos == unghi. 


I.10. a) Se pun ușor în evidență următoa- 
rele egalități : 


5 
© 
D 


EC: „A= FA: È , 


— ——_ DC. — Ea 


FA :F.BZEFB : FA. 


Înmulțindu-le membru cu membru consta- Fig. 18 
tăm că relaţia lui Ceva este simultan îndepli- 
nită pentru cevienele AD, BE, CF și pentru AD, BE, CF. 
Din enunţ înţelegem că D și E sînt pe laturile BC, CA (nu pe 
prelungiri). Urmează B—D,—C şi C—E,—A. Rezultă că semidreapta 
ce pleacă din A și trece prin D, este interioară unghiului BAC deci 
interceptează segmentul BE, limitat de laturile aceluiași unghi. Deci 
AD, şi BE, sînt secante. | | 
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Cele două concluzii parțiale deduse ne conduc conform teoremei 
lui Ceva la existența punctului M, =4D,NBE,NCF, ce a fost numit 
izotomicul lui M. 


Observaţii 1. Etimologia cuvîntului „izotomic“ este următoarea: izo = egal, 
tomos = a tăia. 


N 2. Dacă.în enunţ iu se făcea precizarea că M este interior lui ABC nu am fi fost 
asiguraţi de existența lui M, în cazul de excepție cînd are loc de exemplu AD |ICF:. 
O anumită informaţie asupra poziţiei punctelor M de excepție va rezulta la punctul 
următor. 


b) Să. presupunem că M, are coordonate normale (xı Yv 2). 
Să considerăm şi coordonatele normale ale punctelor D (0, d, e) și 
D, (0, dı, e). Cu ajutorul problemei II.4 vom deduce ușor existența 
unor factori de :proporționalitate ć și î,, încît: 


d=iy, e=tz, dt Ch. 


Exprimăm egalitatea ariilor triunghiurilor ABD cu AD,C şi ADC 
cu ABD, (înălțimile ce pleacă din A sînt cgale, 
bazele de asemenea) : ec=dib ; e,c=d,b. 
Substituind aici egalităţile precedente obținem : 


te ze ct, ob Și te yo bla". 


Vom deduce apoi ușor b2y: y,==c22:2a. După o 
permutare ciclică vom deduce şi c? 2: 2=4"% "3. 8 
Prin urmare va. exista o constantă 4, încit : 


A u u 1 
(©) | x= — , h= , Z = —. 
ax bzy c?z 


Numărul real 4 se determină din condiția ax, +byı+ czı= 2S (vezi 
problema 7.a) numai în ipoteza suplimentară că nu are loc : 


(1) a:b2xy—+ a2c2xz4- b2c2y2=0. 
Anume se obţine: | 
| sa 2Sa?b?c? 
abixy- acuz + biceyz 


Răspunsul la întrebarea enunțată se obține substituind în () 
valoarea lui 4. 

Dar calculele efectuate ne permit să afirmăm și că punctele M 
ce nu admit puncte izotomice în raport cu ABC au coordonate 
normale ce satisfac (1). 
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O analiză ce nu se încadrează în actnalul context permite să 
ajungem la concluzia că (1) este ecuația unei elipse circumscrisă 
triunghiului ABC. i 


I.11.*). a) Punctele I și Ia se găsesc pe bisectoarea interioară 
a unghiului 4, bisectoare ce taie cercul cir- 
cumscris triunghiului ABC în mijlocul D al 
arcului BC. Egalitatea DB = DI decurge diù 
egalitatea unghiurilor din B și I ale triun- 


ghiului BID, ambele fiind egale cu (+Ô). 


Analog se demonstrează DI=DC. Se observă 


A 


apoi: DBI = > (180 —. 8) — + DBC = 


ls A 1A 1 1 
=90°—-(B4+4)=-C =- x BDA =-(x DBIa 
2l tu, 2 2 zl că 


+ +Dl.B). Rezultă uşor că și. DBI, este 
triunghi isoscel. 

b) Considerăm în figura de mai sus şi 

Fig. 20 mijlocul A? al laturii BC, diametrul DE și 

i proiecția ortogonală I'a lui Z pe DE. Vom 

observa I'D =r + A'D. Din teorema catetei în triunghiul BDE 

(dreptunghic în B) urmează BD: = DA':DE=2R DA”. Teorema lui 

Pitagora generalizată în triunghiul OID conduce la 07: = ID? + 

+ DO: — 2D0 -DI = BD: + R? — 2R(r + A'D) = (BD? — 2R -A'D) + ` 
+ R2—2Rr, adică O= R2—2Rr. i a : 

c) Considerînd și proiecția Z” a lui Ia pe DE este evident că DI” = 
=DI'. Relația lui Euler dorită se obține ca mai sus prin aplicarea 
teoremei lui Pitagora generalizată în triunghiul OD7a. 

Observaţiei. Din formula dedusă la b) urmează 2rg R; 
egalitatea poate avea loc dacă şi numai dacă I=0 ceea ce 
este echivalent cu a spune că ABC este echilateral. Semai 
constată că fiind date două cercuri interioare O(0, R) şi (Z, +) 
va exista un triunghi ABC care să le aumită drept cercuri 
circumscris și, respectiv, înscris dacă și numai dacă Or= 
= R2—2Rr ; în caz afirmativ există o infinitate de astfel de 
triunghiuri. 

I.12. a) Cercurile AEF și BDF se taic în F 
. Şi încă într-un punct P (ce ar putea coincide cu 
F dacă cercurile ar fi tangente). Folosind fap- 
tul că patrulaterele AFPE şi BFPD sînt 


*) Soluţia este redactată după [176] (pag. 48—49). 
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inscriptibile urmează «DPE = 360° — + DPF — + FPE = (180° — 
-- x DPF)+(180°— +FPE) = B+A = 180° — C,. Rezultă că DPEC 
este insciiptibil. Anali.a posibilităților. altor poziții ale cercurilor se 
impune. 

b) Se constată ușor: x APB=+APF++ FPB = ¥AEF + 
+ x BDF=(180%—A— — + AFE) + (180°— B— + BFD)=(180 —A — 
— B) + (180 — AFE— BFD) =C + F. În mod analog + BPC = 
=4--D. Deci P se va găsi pe arce capabile de unghiuri precizate în 
raport cu laturile triunghiului ABC. 


S-ar părea că în acest moment rezclvarea problemei este încheiată, 
dar, dacă ne-am opri aici, am făptui una din cele mai frecvente greșeli 
ce apar în vezclvarea problemelor de geometrie : fetișizarca figurii alese. 
Este evident că în cursul deducerii formulelor de mai sus, adunând 
și scăzind unghiuri am profitat de anume peziții concrete ale laturilor 
acelor unghiuri. Oare şi pentru alte figuri ar apare poziții reciproce 
similare ? Este posibil ca pentru alte desene anumite secvenţe ale de- 
moustrației să fie afectate dar rezultatul general să se păstreze. Pentru 
exemplificare prezentăm figura 22 pe care se va observa analog (dar 
nu identic) ca mai sus: + APB=C+F; x APC=B+E. Să ne oprim 
aici şi să presupunem că problema ar fi de ase- 
menca natură încît TOATE rezultatele finale ar 
` fi valabile pentru TOATE cazurile posibile! Ar 
însemna că raționind pe un caz particular am 
dedus un rezultat general dar, în sensul strict al 
cuvintului, nu am putea afirma că am. demonstrat 
acest rezultat. Nu are importanță că rezultatul 
final ce îl enunjăm este corect pentru a putea ca- 
ii fica raționamentul ca „demonstrație“. Se acceptă 
în astfel de situații o formulare logic incorectă : 
„demonstrație incompletă“. 

Revenind la figura 22, vom mai pulea con- Fig. 22 
stata usor o nouă egalitate ce nu mat concordă cu 
primele formule deduse: + BPC=360°— A — D. Deci iată că este po- 
Sibil ca anumite neglijențe în demonstrație să fie „penalizate“ și prin. 
înccrechitudinea concluziei ! 

Chestiunea mai sus abordată are semnificații mult mai profunde 
Geoinctria fiind o desfășurare de raționamente abstracte pe 'figuri concrete 
s-ar putea crea impresia că este lipsită de capacitatea de demonstrație 
datorită infinității figuralcr posibile ! Dacă ceea ce „demonstrăm“ pe o 
figură se poate dovedi fals pe o altă figură înseamnă că sîntem lipsiji 
de posibilitatea de a formula rezultate generale corecte și demonstrațiile 
cc le imaginăm nu ne asigură de valabilitatea enunțurilor. Situaţia nu 
este de loc asemănătoare celei mai sus prezentate. De fapt, am prezentat . 
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chestiunea teoretică de mai sus. doar pentru a sublinia importanța unei 
anume rigori în demonstrație. Să nu uităm că în exemplul de mai sus 
de demonstrație incompletă ne-am sprijinit pe anume circumstanțe par- 
ticulare fără să ne preocupăm de loc de gradul lor de generalitate! Aceasta 
este neglijența ce a subminat demonstrația! Am mai adăuga că însăşi 
formularea rezultatului final s-a dovedit superficială ! Nu putem neglija 
posibilitatea de a găsi unghiuri A și D a căror sumă. să fie mai mare 
decît 180°! Se mai poate apoi cbserva că dacă toate formulele oltinute 
sînt valabile atunci are loc și + APB+ x BPC-+ xCPA=360€, egalitate 
ce ar impune plasarea lui P în interiorul triunghiului ABC! Ccncluzia 
este evident absurdă, deoarece putem alege P oriunde în planul triunghiu- 
lui ABC (dar nu pe dreptele ce îl delimitează), să trasăm un cerc arbitrar 
Brin A și P care să taie AC, AB în F, E, să trasăm apoi cercul prin 
B, F, P (sau prin C, P, E) și să alegem D la intersecția acestui cerc 
cu BC! De altfel construcha de mai sus se poale simplifica esențial 
alegînd D, E, F drept proiecții crtogcnale ale lui P pe BC,CA, AB. 
Ultima observaţie permite ca odată ales triunghiul ABC să mai variem 
doar poziția lui P pentru a surprinde toate cazurile particulare remar- 
cabile. 

Credem că am ilustrat în alineatul precedent că și cblinerea unor 
rezultate particulare într-o anumită problemă ne poate ajuta să găsim 
calea spre o demonstrație completă şi apoi spre o formulare corectă a 
rezultatului. Condiţia este să ne formăm obișnuința unei atitudini critice 
faţă de rezultatele ce încununează demonstrații superficiale. 


Părăsind abia acum consideraţiile teoretice de metodologie a geo- 
metriei să mai analizăm o configurație ce se obține pornind de la un 
punct P „suficient de depărtat 
de ABC“ (mai precis, exteri- 
or cercului circumscris triun- 
ghiului). 

Se constată ușor: 

+ CPB= < BPD— + CED= 
=(180°— B — + BDF) — (C— 
— xEDC) = A — (+ BDF — 
— + BDE) = A—D. Analog 
x APC= xAPE+ x EPC= 
= x AFE + + EDC = A — 
— AEF + C — + CED = 
= (180° — B) — (180° — B) = 
E E 2 


Se constată, de asemenea: + APB=C-—F. 
Putem astfel afirma că unghiurile sub care se văd laturile triun- 
ghiului ABC din punctul pivot P al unui triunghi DEF se exprimă 
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CA SUME. ALGEBRICE ale unor unghiuri corespunzătoare ale celor 
două triunghiuri : precizarea semnelor ce apar în aceste sume se poate 
face în conformitate cu poziţia lui P în raport cu regiunile planului 
delimitate de laturile triunghiului ABC şi de cercul său circumscris, Ă 

- Observaţii. Dacă sint precizate mărimile unghiurilor D, E, F dar nu şi orientarea 
triunghiului DEF vom putea descoperi pe laturile lui ABC două triplete de puncte 
(D, E, F) şi (D',E' F) astfel încît unghiurile formate să fie egale cu cele prescrise; 
punctele pivot P şi P’ ale celor două triunghiuri sînt inverse față de cercul circumscris 
iui ABC. Menţionăm că se foloseşte uneori pentru punctul P caracterizat ca mai sus și 
denumirea de punct MIQUEL al triunghiului LEF în raport cu A BC. 

c) Conform punctului precedent, vom construi unicul punct P 
ce este pivot pentru triunghiuri GHI asemenea și la fel orientate cu 
triunghiul dat A'B'C”. Fie DEF triunghiul podar 
al lui P în raport cu ABC (adică D, E, F sînt 
proiecţiile ortogonale ale lui P pe BC, CA, 4B). 
Cu ajutorul patrulaterelor inscriptibile AFPE şi 
AIPH deducem +FPE= +IPH. Urmează ega- 


că următoarele cupluri de triunghiuri sînt asemenea DPE cuGPH, 
EPF cu HPI, FPD cu IPG, raporturile ariilor lor fiind cos? e. Mai 
rezultă însă imediat că aria lui DEF este cea mai mică arie de tri- 
unghi avînd P drept pivot adică fiind asemenea și la fel orientat cu 
triunghiul GHI, la rîndul său asemenea și la fel orientat cu 4'B'C'. 


I.13. a) Fie BM coarda comună a cercurilor @, şi 82, deci patrula- 
terele ABMF și BCME sînt in- 
scriptibile, astfel încît vor avea 
loc egalitățile : 


x CMF = + AMF — + AMC = 
= x ABF — (+ BMC-— + BMA) = 
= x ABF + + BMA — + BMC = 
= ( x ABF+ 3, BFA) — + BEC = 
= (180° — x BAF) — + BEC = 
= 180%— + EAD—y AED= + ADE. 

Egalitatea obținută dovedește 
că CDFM este patrulater inscrip- 
tibil, deci M este pe 03. Apoi: 
x AMD = + BMC + + CMD — 
— BM4 = ¥ BEC + (+ CFD— 
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—— 


— x BFA)= x AED arată că AEMD este patrulater inscriptibil, deci 
M este situat şi pe &,. 

b) Linia centrelor fiind perpendiculară pe coarda comună urmează 
0,0. LMF, 0:0s1LCM, 0.0, LAM, 0.0,1LE M. Se constată +0,0,0,= 
= xCMF= xADE și x0,0,0:=180°— x AME=180°— + ADE. Re- . 
zultă că 0,0,0.0, este patrulater inscriptibil. 

Fie E£’, C’ și D' mijloacele segmentelor EM, MC şi MD, puncte 
evident coliniare. Dar E”, C' şi D’ sînt proiecţiile lui M pe laturile 
0,0, 0:0; și 030, ale triunghiului 0,0,0, și coliniaritatea lor atrage 
conform problemei I.6 faptul că M este pe cercul ce trece prin O», 
0,, O, (E'D' este dreaptă Simson). 

c) Am observat la b) egalitatea +0,0,0,=— + ADE. Cu totul 
analog, deoarece 0.0.1 BM și 0.0, LCM, rezultă +0,0.0,= + BMC= 
= + BEC= + AED și s-a dovedit că 0,0,0, și ADE sînt asemenea. 

Analog : A0,0,0, ~AFCD, A0.0s0, = ABEC şi A0,0.0, ~ABFA. 

1.14. a) Condiţia AM : AN=—PM : PN se transcrie AM PN -+ 
+AN -OM=0 sau AM(AN—AP)+AN(AM—AP)=0, sau AP(AM -+ 
+AN)=24M : AN. Produsul AM -AN este puterea punctului A față 
de cercul @, deci o cantitate @(4) in- 
dependentă de direcția secantei AM prin 
A, Considerăm și mijlocul Q al segmen- 
tului MN; constatăm uşor că AM + 
+AN=2A4Q astfel încît relația de mai 
sus se transcrie AP:AQ = 0(4). Folo- 
sind acum problemele II.7 și 1V.23 se 
constată ușor că punctul O este situat 
pe cercul D de diametru A0 și punctul 
P se va afla pe o dreaptă obţinută prin 

Fig. 26 inversiune din cercul D deci pe o per- 
pendiculară pe A0, c.c.t.d. 

Punctul B în care dreapta obţinută taie 40 este evident armonicul 
conjugat al lui A în raport cu diametrul CD (al cercului 0) ce trece 
prin A. Conform celor de mai sus punctul B va fi unic determinat 
de egalitatea Ab -4A0= AC -AD. În cazul cînd A este exterior cercului | 
@ şi T este unul din punctele de contact cu @ ale tangentei din A, 
relația devine AB - A0= AT: și conform teoremei catetei în triunghiul 
ATO ne asigurăm că B este proiecția lui T pe 40 şi că dreapta d 
trece prin T. 

b) Notînd cu B proiecția lui O pe d, punctul A ce este pol al lui d 
este caracterizat prin apartenența sa la dreapta OB și prin OB -OA =R°. 

. c) Fie B polul dreptei d ; pentru un punct A ce satisface condi- 
ţiile din enunţ, notînd cu M şi N intersecțiile dreptei AB cu @ sîntem 
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asiguraţi că A și B sînt conjugate armonic față de segmentul AMIN 
deci că B aparține polarei lui A în raport cu @. 
d). În cazul enunțat polara lui A va fi tocmai tangenta în A la €. 


Observaţie. Dacă ò este polara lui A față de È, conform definiției ce am adoptat-o 
nu putem afirma că orice punct B al dreptei d este conjugat armonic cu A în raport cu È. 
Se obisnuieste însă să se extindă definiția din enunt acceptînd să spunem că crice punct 
B al polarei da a lui A în raport cu C este conjugat armonic cu A faţă de 0. Această exten- 
siune este justificată de metoda analitică de tratare a problemei, ce o expunem în continuare. 

Alegînd un sistem de coordonate cartezian cu originea în 
O şi dreapta Ox coincizind cu OA, ecuația cercului È va fi 
224 y2—r2=0. Dacă A are coordonate (a, 0) o dreaptă arbi- 
tvară d prin A are ecuația y—m(r—a)=0. Punctele M, și 
Me de intersectie între d şi vor aveca ca abscise rădăcinile xı și 
Xp ale ecuației 


x+ mâ(x —a)2—r2=0, adică 


(14m?) 32— 2m2ax + ma2—12=0, 


Presupunând că punctul P conjugat armonic faţă de A în 
raport cu MıMo are abscisa p, condiția AM: AM, = 
=—PM,: PM se exprimă prin (xı—a) :(xg—a)+ (x1— p) : (xa—P)=0 sau: 

plxit xa—2a)= 2xjxa—a(xı + xo) 


În acest moment fără a ne interesa dacă x, si Xa sînt sau nu numere reale, deci considerind 
și cazul eventual cînd d nu ar fi secantă lui O, valoarea lui p va fi dată de: 


Fig. 27 


= 


2(m?2a2—r2)— a 2ma r? 
l ai 2ma—2a(1+ m) ES 
` Faptul că abscisa p a lui P este independentă de m, ne asigură că P este situat pe 
o dreaptă 5 paralelă cu axa Oy. Considerind și ordonata q = - (yit Yz) a punctului P, 


i i m 2 ma 14+ 2m2 
unde j=m(a-t+a) și ya=m(x2+a) obtinem ușor q= = | 2a = —— i mem 
2 14m? lm? 


brul secund admite orice valoare veală t deoarece ecuația de grad III: ma(l+2m2)= 
= £ (1-4+ m2). admite sigur cel puțin o rădăcină reală. Se constată deci că orice punct P al 
dreptei 8 considerată este armonic conjugat lui A față de un segment MM, (eatre- 
mitățile putind însă să fie și puncte de coordonare complexe). 

1.15. Problema admite două cazuri ce se tratează diferit. În pri- 


mul caz vom presupune că dreptele d, și d, sînt paralele. 
a) Din triunghiurile asemenea: P,MQ, cu Q.MP, și AP,Q, cu 
AP:Q, urmează (fig. 28): 


MỌ. PO. AP, 


Deci, conform problemei II.3, atunci cînd dreapta p este fixă și va- 
riază doar q, M descrie o dreaptă r paralelă cu d, și dą. Dreapta 7 este 
însă independentă de p deoarece raportul AP,: AP, este constant. 
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` b) Considerînd]în locul punctului A un punct A” de pe 7, polara 
sa va fi o paralelă la d, și d, ce va trece prin A. În acest scop se ia în 
figura 28: A’ = M, p'= P:Q, şi q' = PQs. 

AC, AP, ; BC, 


AC, AP, BC, 


c) Are loc : 


MỌ, PQ AP, 

În continuare, abordăm aceeaşi problemă 
în cazul al doilea, cînd dreptele d, și da sînt 
secante într-un punct O. 

, a) Presupunem într-o primă etapă dreapta 

Fig. 20 P,P, fixă şi fie K=0MNP,P,. Folosind teo- 
remele lui Menelaus şi Ceva în triunghiul OP,P. (vezi problema 
I.3) obţinem: 


AP, QP. 9.0 =1 și KP, QP, 0:0 ai] 
IP, 00 QP, KP, QO QP, 


Din _ aceste relații obținem: ABP.: 
: AP,= — KP,:KP,, deci K este 
conjugatul armonic al lui A în ra- 
port cu segmentul P,P,. Deci, cînd 
$ este fixată și g variabilă, punctul 
M descrie dreapta OK (M nu poate 
coincide cu K; pentru orice alt 
punct M de pe OK, găsim Q,= Fig. 29 

= P.MOd, şi q= AQ, va trece con- 

form relaţiilor Menelaus şi Ceva și prin Q, = P.M N da). 

Considerînd și H=O0Kg şi lăsînd acum g fixă şi p variabilă ne 
convingem că locul punctului M este dreapta r=9H. 

b) Subînţelegem acum că M este un punct arbitrar de pe 7 dar 
diierii de O. Alegînd în loc de p și g dreptele P.Q, și P,Q: prin M ne 
asigurăm că, A este așezat pe polara lui M în raport cu d, și da, deci 
„că polara lui M este dreapta OA. 

c) Această afirmaţie s-a dovedit la a). 


1.16. Vom. presupune că dreptele AA’, BB', CC’ şi DD’ sînt 
concurente într-un punct O. Prin C și C' ducem paralele la OD ce taie: 
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OB în E şi OA în F şi F’. Se constată acum 
în baza unor asemănări evidente :' [A4, B,C, 
De ea CL Ce, În mod a- 
AD BD DO DO CE: 
nalog se obține: [4', B'; C’, Dieci. , Pro- 
| C'E’ 

blema s-a redus astfel la a dovedi egalitatea 
rapoartelor : CF : CE şi C'F': C'E’ adică la o Fig. 30 
problemă demonstrată la nr. II.5. i 

Dacă trei dintre dreptele date de exemplu 4A’, CC’ şi DD' sînt 
concurente în O, se consideră B”=0BNA'C’. Conform etapei mai sus 
încheiate va avea loc [4', B”; C' D']=[4A, B;C, D]. Ipoteza [4', 
B'; C', D']=[4, B ; C, D] atrage acum [4', B"; C’, D']= [4', B'; C", 
D'] şi ultima egalitate poate avea loc dacă și numai dacă B'= B”. 
Cazul cînd OB ar fi paralelă cu A'C’, exclus tacit din considerații, 
conduce ușor la concluzia absurdă B'C'= B'D'. 

Demonstrația dată mai sus nu poate fi aplicată în ipoteza că 
dreptele.4A', BB’, CC”, şi DD' ar fi paralele. În acest caz se consideră 
o paralelă prin A la A'B’ ce taie BB’ în B,, CC’ în Cı şi DD' în D, 
şi se obține ușor, prin asemănări evidente 
da mionehiuri 4 p ceia 2 Ce Ce 

A'D' B'D' 


Afirmația reciprocă se demonstrează la [fel, ca mai sus (prin 
reducere la absurd). 


Problema tratată se formulează şi prin fraza: „biraportul a patru 
puncte este invariant la proiecții. În ipoteza că proiecția se face prin 
paralele la o direcție dată se poate constata ușor că și raportul simplu a 
trei puncte rămîne invariant şi pe această cale se obține o altă demonstrație 
„a acestui caz particular. Fiind date semidrepiele OA, OB, OC, OD, bira- 
portul LA, B; C, D] a patru puncte coliniare arbitrare pe aceste semi- 
drepte este deci constant. Se spune că [A, B ; C, D] este.biraportul semi- 
dreptelor [04, OB, OC, OD] și se notează şi prin [OA, OB ; OC, OD) 
sau O[A, B; C, D). i . 
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Prezentăm în continuare și o altă soluţie (pentru cazul generic) 
ce este mai puțin elegantă dar permite o exprimare intrinsecă a bira- 
portului a patru drepte concurente. Fie în acest scop, patru semidrepte 
a, b; c, d cu aceeași origine O, tăiate în A, B, C, D de o dreaptă 3. Deși 
în A, B, C, D se formează astfel cîte două 
unghiuri, vom alege cîte unul dintre aceste un- 
ghiuri pentru a-l nota cu majuscula ce desem- 
nează vîrful său. Deoarece aceste unghiuri 
vor interveni în calcule doar prin sinusu- 
rile lor, o eventuală schimbare de alegere, 
înlocuind un tnghi cu suplimentul său, nu 

Fig. 32 va afecta rezultatele. 
| Aplicînd teorema sinusurilor în triun- 
ghiurile OAC şi OBC şi împărțind apoi egalitățile obţinute deducem : 


AC OA BC OB AC OA sin(a, c) 


IO e s a. OO e—a o — O —_ 1m 


sin(a, c) sinC ’sin@b, c) sin C'BC OB sinț(b,c) 
Ultima egalitate își păstrează valabilitatea și dacă luăm în considerație 
orientări arbitrare pe 8 și în fascicolul de semidrepte de origine O. 
Substituind apoi C, c prin D, d obţirem o nouă egalitate ce ne con- 
duce la: 
sin (a. Y. sinad) AC AD iA BG DI 
sin (b, c) sin(b, d) BC BD 

Aici prima egalitate constituie definiție pentru simbolul din stînga 
(biraport al patru semidrepte) , a doua egalitate s-a dedus pe calea indi- 
cată mai sus și ultima egalitate constituie definiția binecunoscută a bi- 
raportului a patru puncte coliniare. , 

Să presupunem acum că înlocuim o semidreaptă, de exemplu a, prin 
altă semidreaptă de aceeași origine și aceeași dreaptă suport. În formula 
definitorie pentru biraportul a patru semidrepte două dintre sinusuri 
își vor schimba semnul, expresia totală răminând însă invariantă. De- 
ducem astfel că definiția dată permite considerarea biraportului a patru 
drepte. Modul de folosire a formulei deduse în demonstraţia afirma- 
Hiei din enunț este evident. 

I.17. a) Dacă A şi B sînt de părți diferite ale dreptei d sau numai 
unul dintre aceste puncte este pe dreapta d, soluţia este dată evident 
de C=ABNd. În cazul cînd A și B sînt ambele pe d, poziţia lui C 


[a, b; c, d] = 
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este nedeterminată pe segmentul AB. Cazul cel mai interesant cores- 
punde plasării punctelor A și B de aceeaşi parte a lui d. În acest caz, 
dacă B’ este simetricul lui B față de d, are loc: 
AM-+AMB= AM+MB'> AB'= AC+CB. 

b) Dacă A și B sînt de aceeaşi parte a dreptei 
d sau numai unul din ele este pe 4, se constată ușor 
că C=ABNd este soluţia unică a problemei. Dacă 
A şi B sînt ambele pe d punctul C este nedetermi- 
nat putînd fi plasat pe d oriunde în afara segmen- 
tului AB. Dacă A și B sînt de părți diferite ale lui Fig. 33 
d se notează cu B' simetricul lui B față de d. Dacă 
AB' taie d, (fig. 34) punctul obținut seste soluția C a problemei: 


|MA—MB|=| MA—MB' |> AB'= C'A— CB'= CA-—CB. 


1 

1 

t 

la 
3 


Dacă AB' este paralelă cu d, adică A și B sînt egal depărtate de d, 
problema nu admite soluţie. | 


c) Cînd A și B sînt de părți diferite ale lui d, 
unghiul maxim, 180° se obţine cînd C=ABd. 
Fie A și B de aceeași parte a dreptei d și M un 
punct al dreptei d. Fie și cercul ce trece prin A, 
B și M. Dacă acest cerc mai taie d în M’ atunci 
din punctele N ale segmentului M M’ segmentul 
AB se vede sub un unghi mai mare decît cel 
din M deci M nu poate conferi un maxim decît 
dacă cercul prin A, B și M este tangent dreptei 
d. Punctul de tangenţă C se construiește într-un 

_mod ce îl vom descrie mai jos. 

Să presupunem pentru început că dreapta 
AB taie d într-un punct D. Vom avea în acest 
caz, conform puterii punctului D egalitatea 
DA - DB= DC2. Vom construi deci pe d puncte- 
le C şi C' încît DC=DC'= [DA DB. Punctele 
C şi C' ne conferă maximuri locale pentru unghiul sub care se vede 
segmentul AB. i | 

În cazul cînd AB este paralelă cu d, C este intersecţia lui d cu 

mediatoarea lui AB. 

d) Consideraţiile din problema II.1. a ne conduc ușor la cuncluzia 

'că punctul C este proiecția mijlocului O al segmentului AB pe dreapta d. 


].18. Fie M, N, P puncte pe laturile BC, CA și AB. Vom nota 
prin X şi Y simetricele lui M față de AB şi respectiv AC. Perimetrul 
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triunghiului MNP este egal cu cel al liniei 
frînte XPNY și poate fi micșorat înlocuind N 
și P prin N’ şi P’, intersecțiile laturilor cu 
dreapta XY. Observăm apoi Aă=AM= AY 
și x XAY=2 x BAC. Urmează XY=—2A4AM sin 
şi perimetrul XY va fi minim cînd AM va fi 
minimă, deci cînd M este proiecția lui A pe BC. 
Analog se constată că și N și P sînt picioare 
ale înălțimilor, deci triunghiul ce constituie, soluție a problemei este 
' triunghiul ortic al triunghiului ABC. 

Comentariu. Se pare că problema a fost pentru prima oa ră propusă și rezolvată 
de J. F. Toschi di Fagnano. Mai ştim că această soluție a fost găsită de matematicianul 
maghiar I.. Fejer cînd era student dar nu putem afirma că nu fusese descoperită ante- 
rior şi de alți geometri. . 

1.19. Fie triunghiul ABC şi triunghiurile echilaterale construite 
„în exterior” : BCA',CAB'şi ABC. Fie M un punct interior și triun- 
ghiul echilateral CMM’ construit de acea parte a lui MC de care se 
găsește A”. Triunghiurile CM'A' și CMB 
sînt egale deoarece CM'=CM, CA'=CB 
şi  M'CA'= x MCB. Rezultă M'A’ = 
=BM. Observînd şi egalitatea MM’ = 
=MC constatăm ca expresie MA+MB+ 
+MC admite ca minorant lungimea AA. 

Fie @a şi @, cercurile circumscrise tri- 
unghiurilor BCA’ și CAB’. Punctul lor 
comun diferit de C (în caz că cercurile nu 
sînt tangente) se notează cu D. Pentru mo- 
ment nu afirmăm că D ar fi situat pe AA” 
sau BB'. În patrulaterele inscriptibile 
ADCB' şi BDCA' observăm + ADB' = 
= + B'DC= +CDA' = x A'DB= 60°. Din - 
aceste egalităţi rezultă coliniarităţile punctelor A, D și A’ precum 
și a punctelor B, D și B'. Mai rezultă că D este situat și pe cercul €,, 
circumscris triunghiului ABC” și prin același procedeu ca mai sus 
rezultă că D este situat pe CC”. Datorită egalității unghiurilor din 
D, ' punctul D este numit punct îzogon al triunghiului ABC. 

În cazul cînd M=D, punctul M’ va fi evident situat pe dreapta 
AA” şi deci DA+DB+DC=AA'. Dacă D este și în interiorul triun- 
ghiului ABC atunci punctul D realizează minimul căutat. 

Dacă nici unul dintre unghiurile din B sau C ale triunghiului 
A BC nu depășește 120° dreapta A A” este în interiorul unghiului BAC. 


Fig. 36 
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Cu un raționament analog stabilim că, dacă nici unul dintre unghiurile 
„triunghiului ABC nu depășește 1205; atunci, D este în- interiorul sau 
pe laturile triunghiului ABC, Deci premizele problemei asigură că D 
este soluția problemei și DA+DB+DC=AA'. Folosind. teorema lui 
Pitagora generalizată în triunghiul ABA’ obținem: A'A:=AB2+ 


+ A'B:—24B . A'Bcos(B-+60%)=c2+a2— 2ac (-cosa — A sinB) E 


S 2—}2 2 XE 
= g2<c2 + ac- cos B+ac y3 sin B=a&?+c? — a Te + acV/3- z = 
ac 
24 b2 ca = ; 3 : ; r 
= ee + 45 V3. (sa folosit, evident, și teorema] cosinusului 
în triunghiul A BC și teorema sinusurilor ; R, raza cercului circumscris 
triunghiului ABC s-a înlocuit din formula R= fE), 


Cercurile @a, 8, 0,, considerate în această problemă se numesc 
cercurile lui Torriceli ale triunghiului ABC. 


1.20. Trei laturi consecutive ale pătratului, de exemplu AB, BC, 
CA ar constitui o variantă de proiect ; lungimea totală a drumurilor | 
ar fi în acest caz 3a. Orice altă variantă maximă va consta într-un 
sistem de segmente unind vîrfuri și 
puncte de bifurcaţie. Presupunînd fi- 
xat un punct M de bifurcație, ar 
urma să căutăm de exemplu un sis- 
tem Ex de drumuri compus din: 
segmente CM și DM și un subsistem 
Ey care să conexeze punctele A, B, 
și M. Conform problemei lui Fermat Fig, 38 
(vezi 1.19) lungimea totală a drumu- zi 
rilor din £}, se poate alege să fie egală cu un segment ME unde E 
este vîrf al unui triunghi echilateral ABE construit în afara pătra- 
tului ABCD. Deci, lungimea totală a drumurilor din sistemul 2 ar fi 
cel puțin egală cu ME -+ MD 4- MC. Conform aceleiași probleme 
această sumă se poate minimiza pentru a avea drept sumă segmen- 
tul EF (unde DCF este triunghi echilateral construit în afara pătra- . 
` tului ABCD). Este ușor de constatat: 


EF= al? tap =a(1+ 43) 
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(Evident 14+/3 <3). În acest scop ;se alege M la intersecţia I a lui 
EF cu cercul de centru F și rază a. Subsistemul £; va fi dat de seg- 
mente IJ, JA, JB unde J este la intersecţia lui JE cu cercul de centru 
E şi rază a. Sistemul total de drumuri va fi: 47+J7B+J7+ID+JC. 

Reținînd din construcție doar faptul că înlocuim cîte o pereche 
de puncte X, Y printr-un punct Z (cu condiţia ca XYZ să fie triunghi 
cchilateral) avem un procedeu general de a „proiecta conexiuni mi- 
nime“ între mulțimi finite de puncte. | 


1.21. Să notăm cu F mulțimea avînd ca elemente mulțimi ne- 
vide, finite, de puncte din S. Enunţul cere să construim o funcție 
c:F->S (care să îndeplinească anumite condiţii). Putem pune în evi- 
dență o descompunere F=F.UF-U ... UF.U ... cu condiţia de a plasa 
în E, mulțimile ce conțin ș puncte. Ne propunem să construim func- 
ţia c definind-o succesiv pe submulțimile F, ale lui F pentru i=], 2, ... 
m, ... În paralel cu construcţia vom verifica și îndeplinirea condiţiilor 
19,22: 

Restricția lui c la F, este ușor de construit (și unic definită) 
pentru a fi îndeplinită condiția 1°, anume vom avea c({4} =A. 

Vom construi acum restricția lui c la F,, adică pentru orice puncte 
A, B va trebui să construim un punct C, astfel încît definind c({4, B})= 
=C, să fie satisfăcută condiția 2°. Luînd de exemplu M={4}, N= 
={B} ajungem imediat la concluzia că C trebuie să fie mijlocul 
segmentului AB. 

Să presupunem că am reușit să construim c inclusiv pentru mul- 
timi din F, (adică alcătuite din 4 elemente) și o dorim extinsă și pen- 
tru Fay. Mai presupunem că atita vreme cît în 1° şi 2° apar doar mul- 
timi cu cel mult „elemente, aceste condiţii sînt satisfăcute. 

Fie P o mulțime -ce conține 4+1 puncte, A un punct din P și 
să notăm N=PN {4}. Deoarece M conţine n puncte, conform ipotezei 
mai sus adoptate vom ști să definim c(N)=B. Pentru a ne asigura . 


-> 
îndeplinirea condiției 2° punctul C=c(P) va trebui să satisfacă /AC= 
— 


=uCB ; această condiție caracterizează punctul C=c(P). Dar dacă 
dorim să adoptăm această definiție va trebui să verificăm că alegerea 
punctului A din consideraţiile de mai sus nu afectează poziţia lui C. 


Vom considera deci un punct A' din N și vom nota N'=PN {A} 
și c(N')=B!. Se va mai dovedi utilă considerarea mulțimii 


Q =. NAN' = NN(4=NNA) 


și a centrului ei de greutate D=c(9). 


PROBLEME PREGĂTITOARE—SOLUȚII ..a—b 45 


Condiţia 2° considerată pentru mulțimile N=QU{4} și N'= 
=QU{4} ne conduce la cegalităţile : 


- - = —> 
AB'=(n—1)B'D; 4'B=(n— 1)B'D 


Aplicînd acum teorema lui Menclaus pentru triunghiul ABD 
ne convingem că C se situează pe dreapta A'B'; aceeaşi teoremă 
pentru triunghiul A'B'D și transversala AbC ne 
va permite să constatăm că are loc și A'C=nCB. 
și prin urmare modul de definire de mai sus a lui 
c(P)=C este corect. 

Să presupunem acum prin absurd că prin a- 
ceastă extensie a lui c încetează de a fi satisfă- 
cută una din condițiile 1°, 2°. De fapt în discuție 
nu intră decît condiția 2°. Neîndeplinirea acestei Fig. 39 
condiţii revine la existența unei mulțimi P cu 
u+ | elemente ce admite o descompunere în submulțimi nevide dis- 
juncte P=MUN, conținînd cîte m şi respectiv n-+1—m puncte, încît 


din c(M)=A, c(N)=B, c(P)=C să rezulte. mAC#(n+1—m)CÈ. 

Vom presupune că mulțimea M ce am luat-o în considerare are 
cel mai mic număr de elemente posibil. Adică, îndeplinirea condiției 2° 
este asigurată atunci cînd într-o descompunere ca cea de mai sus, 
P=M'UN' numărul m’ de elemente ale lui M’ este strict mai mic decît m 
si presupusa excepţie poate apare doar pentru m'=m. Conform etapei 
în care am definit punctul C această situație nu poate avea loc atunci 
cînd M sau N conțin cîte un punct. Prin urmare trebuie să aibă loc 
m > 1. Deoarece rolul jucat de submulțimile M, N este simetric mai 
deducem și m <un— sau chiar m <n+ l—m car aceste limitări superioa- 
1c ale lui m nu ne vor fi utile). 

Fie X un punct din M ; vom considera M, =M\N {X}, N.=NUŢĂ!, 
Y=c(M,), Z=c(N.). Este evident că M,, N, sînt mulțimi, nevide, 
disjuncte și P=M,UN,. Dar M, conţine m,=m—l<m puncte, deci 
condiţia 2° este îndeplinită pentru descompunerea P=M.UN,, adica 
are loc: i i 


— — 
(1) (m—1)YC= (n + 2—m)CZ. | 
Să mai constatăm că mulțimea N, conține p+2—m puncte și 
acest număr natural este cel mult egal cu n. Prin urmare centrul de 
greutate Z al lui N, a fost definit astfel încît să aibă loc condiția 


(2) XZ = (#41 — mb 


46 GEOMETRIE CIRCUMSTANȚIALĂ 


Același raționament aplicat pentru multi- 
mea M=M,U{X} ne conduce la egalitatea: 


(3) XA = (m — DâY. 


Folosind cum egalităţile (1—3) și teorema lui 
Menelaus în triunghiul XYZ vcm deduce ușor că 
punctul C se situează pe dreapta AB. Aplicînd 
l Fig. 40 din nou teorema lui Menelaus în triunghiul XAB 
tăiat de transversala YCZ vom constata că are loc egalitatea 


— — 
mAC = (n + 1 —m)AB. 


Ipoteza ce am admis-o, că 2° nu ar fi îndeplinită, conduce astfel 
la propria ei negare. Deci 2° cste îndeplinită, g.e.d. 


Observaţie. Această modalitate recursivă de definire a centrului de greutate a unei 
mulțimi finite de puncte poate fi interpretată fizic imaginindu-ne că fiecare punct al 
spațiului are aceeași greutate g. În această ipoteză, o mulțime M ce conține m puncte 
(presupuse eventual conexate între ele printr-un sistem de fire nedeformabile şi complet 
lipsite de greutate) va avea o greutate mg ce ar putea fi privită din punct de vedere 
fizic ca fiind concentrată în punctul c(M). Condiţiile 1° și 2° din enunț sînt naturale; 
în cadrul condiţiei 2° apar ca factori numere naturale m şi n ce sînt evident proporționale 
cu „greutăţile“ mulțimilor M şi N. | 

Putem prezenta și o situație mai generală. Să presupunem că pentru fiecare punct 44 
ce intervine în problemă avem dată și o greutateg(A,)=a,ce poate varia de la punct 
la punct. Atunci, o mulțime finită M=(A,, As, ..., An} va avea o greutate g(M)=g(4.) + 
-bg(43)-+..-+a(4)=aa-taz... +a. Dar, această..greutate nu o mai putem presupune 
„concentrată“ în punctul c(M) ci într-un punct c'(M) ce urmează să-l precizăm. Funcția 
c’ va satisface condiţii 1° și 2“, unde 2' se obține din 2° înlocuind cardinalii m, n (ce con- 
stituiau „măsuri“ pentru M, N) prin g(M), g(N). Demonstrația dată mai sus pentru 
existența funcției c, va trebui doar ușor ajustată pentru a proba existența funcţiei c. 
Să notăm însă că drept argumente pentru funcţia c’ nu vor apare mulțimi M ci apli- 
cații g: MR, unde M este mulțime finită şi g va asocia fiecărui punct din Mo 
anumită „greutate“. 


I.22. a) Triunghiurile ABC și A'B'C' avînd 
laturile omoloage paralele sînt evident aseme- 
nea. Fie AA' şi BB’ distincte. Se impun aten- 
„iei două cazuri. | 

I. AA'|BB'. Rezultă că ABB'A' este pa- 
ralelogram, AbB=A'B' deci AC= A'C'. Deducem 
că: ACC'A' este paralelogram deci CCAA’, 
q.e.d. (Este încă posibil ca AA” și CC’ să coin- 
cidă dar în acest caz am obține aceeași concluzie Fig. 41 
folosind BCC'B”). 
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II. AA'NBB'=0. Se constată 
Oa: _ 4'B: AC" 
OA AB AC 
şi observînd egalitatea unghiurilor corespon- 
dente. +OA'C' și +OAC rezultă că triun- 
ghiurile OA'C' şi OAC sînt asemenea. Un- 
ghiurile A'OC și AOC vor fi egale și de aceeași 
parte a dreptei OA. Rezultă coliniaritatea 
punctelor O, C’ şi C, q.e.d. 
În cazul exclus din considerație cînd dreptele AA” şi BB’ coincid, 
concluzia din enunț este trivială. 


b) I. Să presupunem: A4'B'|AB, B'C'|BC, 
AA'|BB' AA'|CC'. Se constată ușor că 
ABB'A' şi BCC'B' sînt paralelograme. Ur- 
mează A4'=BB'=CC" şi rezultă că ACC'A' 
este paralelogram, deci AC|A'C', ceea ce tre- 
buia dovedit. 

II. Să analizăm şi celălalt caz în care 
presupunem că A'B' cu AB și B'C' cu BC 
sînt paralele și dreptele AA”, BB", CC' sînt 
concurente în O. Din asemănările triunghiu- 
rilor OA'B' şi OAB şi OB'C' cu OBC rezultă: 


Fig. 42 


şi- se constată că triunghiurile OA'C' și 
OAC sînt asemenea. Rezultă concluzia dorită 


A'C'|AC. 
Observaţie. Se va observa că, în cazul exclus prin 
Fig. 44 enunț cînd dreptele AB şi A'B’ coincid, din AC [| 4'C' şi 
CC’ | AA’ nu rezultă că BC şi B'C' ar fi paralele. 

c) Folosim notaţiile din enunț. Ipoteza că AA”, BB’, CC” sînt 
concurente sau paralele se desface în două cazuri ce le vom analiza 
succesiv, demonstrind B,C,||BC. 

I. Dacă dreptele AA’, BB' şi CC’ sînt concurente în O, folo- 
sind teorema lui Menelaus în triunghiurile OAB şi OAC obținem: 


= =  —_ O e — Z 


. Din egalitatea primului și ulti- 
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mului raport rezultă AABC=AA,C, Bi, 
deci că BC si B,C, sînt paralele. 
Ii. Dacă dreptele l 

AA', BB' și CC’ sînt 
paralelele, conform i- 
potezei BCIB'C' de- 
ducem că BB'C'C 
este paralelogram deci 
BB'=CC'. Urmează : 


A Z — 


Fig. 45 A'A B,A Fig. 46 


şi concluzia dorită se obține ca mal sus. 


. v 


Abordăm acum afirmația reciproca și considerăm că BC, B'C” | 
și B,C, sînt paralele. Punem şi aici în evidență două cazuri particulare 
ce le notăm prin III, IV. Atragem atenția câ vom folosi mereu segmente 
orientate dar fără a mai încărca inutil notația. | 

înd BB’ şi CC’ sînt paralele urmează (fig. 47) 
BC Te e al de pe 4'B' astfel încît AA”]|BB'. Se 
observă ușor următoarele egalităţi : 


AC, AC, CB, GB, AC, 


Din egalitatea primului și ultimului raport 
rezultă că A” coincide cu A’ deci AA’ și BB 
sînt paralele. 


IV. În cazul cînd BB” și CC” nu sînt pa- 
ralele, fie 0= BB'NCC', U= AA'N BB), 
V= AA'NCC' -(Cazul cînd AA! fi paralelă 
cu BB' sau CC’ se reduce ușor la cazul pre- 
cedent). Mai notăm prin D și D' punctele în 
care AA' taie BC și B'C'. Folosind o ase- 
mănare în triunghiul UAB tăiat de C.A? 
obținem (fig. 48) : | 
— . Analog se obţine SAARE A 
A'A V o- 
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= a 2 . Împărțind membru cu membru egalitățile obținute și 
1 ` 
ITT Lă 
observînd egalitatea C.A: C.B=B,A : B,C se constată 2E `- IT. 


Această egalitate ar putea avea loc în 
următoarele situaţii : 

— A'=D', absurd, deoarece A, B’ şi 
C' nu pot fi coliniare sau, 

— U= V. În acest caz, U trebuie să 
fie situat pe BB! şi CC’ deci să coincidă 
cu 0. S-a dovedit astfelcă 4A’ trece prin 
O, c.c.t.d. 


d) I. Vom presupune că 44”, BB' și 
CC’ sînt concurente în O. Teorema lui 
Menelaus în triunghiu OBC tăiat de 


dreapta A. C' conduce la: A E, 
l AC BO 
C'O ; f l 
.—-. Folosind și egalitățile analoage : 
C'C ii S ai ge B | 
pl e, deducem prin înmulțire Ab BC Cd = 1 şi con- 
A'O B'B A.C BA C,B 


form teoremei lui Menelaus, aplicată pentru triunghiul ABC rezultă 
ca Au, B, și C, sînt coliniare. 


Fig. 49 


II. În cazul cînd AA”, BB”, şi CC' sînt paralele, din asemănări 
evidente urmează (fig. 50) : l 
AiB Pe 5 BC 2 CC și Cu pas 2A . Demonstrația continuă ca 
AC CC BA AA' CB BB’ 
în cazu I. 
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III. Vom presupune acum că punctele A,, B, și C, sînt coliniare 
şi două dintre dreptele AA”, BB” şi CC” sînt paralele de exemplu AA] 
||BB'. Fie D punctul situat pe BC şi pe paralela prin C’ la AA”. Dacă 

= C proprietatea este demonstrată. 
Ipoteza D#C’ ne va conduce la absurd. 
Într-adevăr aplicînd poropoziția d (cazul 
II) pentru triunghiurile ABD și A'B'C' 
conchidem coliniaritatea punctelor A,, 
Cı și D.=ADNA'G'. Deoarece ipoteza 
afirmă și coliniaritatea punctelor A,, B,, 
Cı şi are loc D*+ B, urmează că drepte- 
le A'C' şi A.C, avînd în comun două 
puncte distincte (B, și D,) coincid. Ur- 
mează că C' este situat pe A'C,=A'B' 
și prin urmare A'B'C' nu ar fi triunghi. 
Concluzia absurdă la care s-a ajuns do- 
vedeşte CC'|A A”, q.e.d. 


IV. Presupunem că A,, B, și C, sînt coliniare și există două. dintre 
dreptele AA’, BB’, CC! (de exemplu ultimele două) ce sînt secante 
într-un punct O. Dreapta OA’ neputînd 
fi paralelă cu ambele drepte AB și AC 
va tăia măcar una din ele, de exemplu 
AB, în D. 

Dacă A = D proprietatea este dove- 
dită. Se arată analog ca mai sus că ipo- 
teza D + A conduce la absurd (singura 
diferență este trimiterea “la cazul Z a 
propoziției directe 4). 


Observaţii. Triunghiurile ABC și 4'B'C' cu 
proprietatea că dreptele AA', BB', CC' sînt concu- 
rente sau paralele se numesc triunghiuri omologice. 
În prima alternativă, punctul O=AA'N BB CC' 
se numeşte centru de omologie al celor două triunghiuri. Exceptind eventualele situații 
de paralelism ale laturilor omoloage constatăm prin această teoremă. posibilitatea de a ca- 
racteriza triunghiurile omologice prin proprietatea de coliniavitate a îmtersectiilov latu- 
rilor omoloage. Dreapta a pe care se plasează aceste Puncte de intersectii se numeste axă 
de omologie a celor două triunghiuri. Prezentarea unitară a teoremei lui Desargues este 
posibilă prin conventia de a considera că şi dreplele paralele se taie dar în puncte „im- 
proprii“, „situate la infinit“ ; punctele improprii a două drepte coincid dacă şi numai 
dacă dreptele sînt paralele. Această convenţie revine de fapt la a adăuga planului încă 
o dreaptă, alcătuită din puncte improprii. Studiul geometric al planului astfel „îmbogățit“ 
Constituie asa numita geometrie proiectivă a planului. Trebuie însă să semnalăm încă 
o deosebire între geometria euclidiană și cea praiectivă. În geometria euclidiană se studiază 
Proprietăți ce rămîn invariante la o deplasare a planului; din acest motiv ne este permis 
să vorbim despre distanţe între puncte, unghiuri! etc. În geometria proiectivă se studiază pro- 
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prietăţi cc rămîn invariante la transformări mult mai generale. Pentru a ne face idee de 
tipul acestor transformări să ne închipuim că deplasăm în spațiu pe plan z (ca pe o placă 
rigidă) pentru a-l aduce într-o nouă poziție, m. În această deplasare fiecărui punct M din 
x îi corespunde un punct M' = T(M) al planul 7. Considerăm apoi un punct O ce nu se află 
în cele două plane şi asociem punctului M' acel punct M” din n pentru care punctele O, 
M', M" sînt coliniare. Să notăm prin P acea transformare bijectivă a planului m în «| însuși 
ce asociază punctului M punctul M ” (Această transformare este bijectivă grație completării: 
lui m și z cu puncte improprii și reprezintă de fapt cea mai generală transformare proieciivă. 
a planului m). Chiar dacă particularizăm alegînd O drept punct impropriu al spatiului, . 
adica precizăm direcția dreptelor M'M”, transformarea P este încă suficient de generală. 
Modul în care aceste transformări proiective modijică proprietățile figurilor este ilustra? 
de problema I.16. Abia acum putem spune că 


n a aaaea 


Geometria proiectivă plană constituie studiul acelor proprietăţi ale 
figurilor din planul proiectiv ce se păstrează prin transformări 
proiective 


| II N 


Iată, pentru exemplificare, cum am reformula „proiectiv“ problema : 


Fie ABC şi A'B'C triunghiuri astfel încît există dreptele AA’ BB, CC și 
punctele A; = BC NBC, B, =AC N AC, Cy = AB N A’B’. Condiţia ca dreptele 
AA’, BB’, CC să fie concurente este echivalentă cu coliniaritatea punctelor A, By Ci: 


În cele de mai sus am prezentat o soluție a acestei probleme folosind mijloacele geome- 
triei euclidiene (paralelisme, paralelograme, egalități de segmente, asemănări dă triunghiuri 
teorema lui Menelaus sau a lui Ceva). Vom prezenta în cele ce urmează și o soluție cu carac- 
ter proiectiv. În primul rînd, vom profita de faptul că enunţul de mai sus nu precizează căi 
ABC și 4'B'C' sînt în același plan și vom presupune în: mod explicit că această ne- 
câincidență de plane este efectivă. În fapt, extindem astfel teorema lui Desargues în spaţiu, 
dar interzicem pentru moment degenerarea ei într-o problemă plană. 

Să presupunem că AA, BB',CC' sînt concurente în O. Fie d dreapta de intersectie 
a plantelor (ABC) și 4'B'C'). (Eventualitatea paralelismului este exclusă de existența 
punctelor An, Ba, Ca). Dreptele BC, B'C' sînt situate în cele două plane considerate dect 
punctul lor de intersecție, As, este -pe d. Analog, deducem că B, și Ca sînt pe d și une 
implicaţiile cerute de enunt a fost demonstrată. 


Folosim acum doar ipoteza existenței punctelor A, Br, Ca. Dreptele BC şi BC 
. fiind concurente se găsesc într-un plan a ce contine dreptele BB” și CC". Situîndu-ne în 
cadrul geometriei proiective nu avem de analizat alternativa ca aceste drepte să fie para- 
lele, deci sînt concurente. Consideraţii analoage sînt valabile și pentru cuplurile (AA', 
BB') și (A4', CC'). Avem alternativa : 

— dreptele AA', BB, CC' sînt coplanare, sau 

— dreptele A4', BB', CC’ sînt concurente. 


Prima posibilitate a fost exclusă prin situarea într-un anume caz, deci concluzia dorită este- 
valabilă drept singura posibilă. 

Să analizăm acum şi cazul cînd A, B, GC, 4', B, C' sint într-un același plan n- 
Ideea demonstrației constă în utilizarea cazului mai sus elucidat pentru fiecare dintre aceste 


triunghiuri în raport cu un triunghi A” BC” convenabil construit. 


În ipoteza că dreptele A4', BB", CC' sînt concurente într-un punct O, vom considera- 
puncte S, S' în afara planului x astfel încît O, S, S' să fie coliniare. Vom constata usor că 
trei cupluri de drepte se găsesc în plane ce trec prin dreapta OS, deci vor exista următoarele 
intersecții A”=ASN 4'S', B'= BSN B'S', C=CSn C'S'. Dacă prin absurd aceste trei 
puncte ar fi situate pe o dreaptă 8, atunci A, B, C s-ar situa pe dreapta de intersecție între 
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Planul z și planul determinat de S și 8. Con- 
statăm ușor că dreptele AB, A'B’ și A” B" sînt 
două cîte două concurente ; ele ar putea fi co- 
planare numai dacă A” B” ar fi în planul t de- 
terminat de celelalte două, ipoteză c contrazice 
situarea lui S în afara lui n. Deducem: AB și 
A” B” se taie în Cu. Analog, ACN 4"'C"=8B, și 
BCN B”C” =A. Conform cazului generic (în 
spațiu) mai sus tratat conchidem că A3, By, Ca se 
situiază pe o anumită dreaptă d. 

În ipoteza că Au Bu, Ca sânt pe o anume 
dreaptă d vom considera un plan x prin dreapta 
d și un punct S în afara planelor m și x'. Vom 
considera punctele A”, B”, C” în care dreptele 
SA, SB, SC înțeapă planul x’. Constatăm 
imediat: Ci=A4"B"N 4'B', A= B'C"N B'C': 

Fig.. 53 B=A4"C"N A4'C' sînt coliniare conform ipote- 
zei și prin urmare (cazul demonstrat !) dreptele 
AA”, BB", C'C” vor fi concurente într-un punct S'. (Folosim în raționament figura 
53 de mai sus întervertind doar ordinea în care se definesc punctele ei). Coustatăm acum 
că dreptele AA' şi SS' sînt coplanare, deci vor avea în comun un punct O, punci ce poate 
Ji definit ca intersecție a dreptei SS' cu planul m. Vam constata analog că același punct 
O apartine și dreptelor BB', CC'; am demonstrat astfel concurenia dreptelor AA’, BB, 
CC’ obţinînd astfel şi cea de a doua implicaţie din enatnf. 

1.23. a) În ipoteza că există M vom deduce 

uşor : 


(1) BD:—DC:=BM:—MC:; 
(2) CE:—E4*=CM:—MA:; 
(3) O OAF:—FB:=AM:—MBE2. 


Adunînd membru cu membru aceste trei egalități 
vom obține ușor relația (*) din enunț. ` Fig. 54 

n ipoteza că are loc egalitatea (*) vom con- | 
sidera punctul M de intersecție ale perpendicularelor în D,E pe BC, 
CA asigurindu-ne astfel că au loc egalităţile (1) și (2). Egalitatea (*) 
ne conduce acum la (3) și deducem imediat MFLAB, adica F=M 
etc. Se recomandă și consultarea problemei II.1.b. 


b) În ipoteza că are loc «(M) = (x, y, 2) vom deduce BM,= | x |, 
MaC= |MaCl=|BC—BMal=la—x| şi alte formule analoage. Intro- 
ducînd aceste expresii în relația lui Oppel dedusă la punctul precedent 
vom obține: + y’ +z" =(a— x)? + (b— y)? (c—2) 

Forma (*) a acestei egalități se obține acum imediat. Am demon- 
strat astfel că funcția « are drept codomeniu mulțimea + indicată 
în enunț. 

Să presupunem că are loc «{M)= a(N). Vom deduce că are loc 
xmu=x , deci BMa= BN, adica M și N se plasează pe o perpendiculară 


c? 
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pe BC. Deducem analog că M și N sînt pe o acecași perpendiculară 
pe CA sau AB 'şi prin urmare M=N. Am dovedit astfel, că « este 
injectivă încheind demonstraţia propoziției din enunț. l 

c) Folosind notații consacrate, vcm deduce ușor: 


1° e [Ep b0) etc. 
2a 

zi : «(H= ab te at tbet — a? 4+ b+c? l 
2a 2b i 2c 

3° a(I)=(p—a, p—b, p—c) (vezi şi problema I, 5). 

a b c 
4° 0)= 2, 2, 2]. 
0 [3 3-3) 

so Pee í 3a? — b? + c? | it ie Anei Ai —a +b 30%) 

6a 6b 6c 


(Pentru 1° și 2* -se folosește şi teorema lui Pitagora generalizată 
pentru 5° considerăm relaţia BG = Bå, + ZEI = Bd. = BA! = 


— 
z= 


= (Båe-+50), în care notațiile sînt sugestive). 

d) Fie D pe dreapta CA încît DMLBC (conclu- 
ziile vor fi valabile şi în cazul particular C=90°, 
aparent exclus pentru moment). Vom alege pe 
dreapta AC sensul de la C spre A și vom deduce 


Ușor : 
di — — CMe _ BM. + BC a —% 
cos C cos C cos C` 
DM CM, =D pe; 
cos C 
i Da A ja] Cea 0 s0 i p aa 
sin C c 24b 


= -= | y(a24+-b2—c2)— 2abx + 2a?b]. 


Am notat aici cu R şi S raza cercului circumscris și respectiv . 
aria triunghiului ABC. Avînd în vedere și modul în care se definesc 
semnele coordonatelor normale, formula de mai sus devine 
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45 - y'==y(a24-b2—c2)-+2abx—2a:b. 
Prin permutări ciclice mai obținem : 
4Sz'==z(—a224-b24c2)4+2bcy—2b?c; 4Sx'= x(a2—b2-ţ-c2)4+2caz—2c2a. 


Observaţie. Drept verificare a corectitudinii acestor formule vom constata : 4S (ax' + 
+ by +cz) = (az + by+-cz) .(a2+ b? + c2) — 2 (ab? + a?o? + b2c2) = 1/2 (a? + b? + c2)2 — 
—2(a%02.-ac2+-b3c2). (Am folosit aici faptul că a (M) €71). Avînd în vedere că ultima ex- 
presie obținută reprezintă cantitatea 8S?, după simplificarea factorului 2S regăsim egalitatea : 
ax' -+by +cz =2S ce este verificată de coordonatele 
normale (vezi problema 1.7). 


1.24. Fie: D punctul în care A.C, 
taie d. Cu teorema lui Mene'aus pentru 
triunghiul AB'C obținem : 


(1) e arme 
DC AC CB’ 
Vom calcula rapoartele din membrul 


secund folosind teorema lui Menelaus .- 
în triunghiurile OB'C şi OAB’: 


Vom introduce aceste egalități în (1), vom simplifica prin BO și 


vom regrupa termenii pentru a obține : 
_DA BC_C'B' AO 


[4,C; D, B]= =[4', C*; 0, B7. 


Sub această formă se constată ușor că D este independent de modul 
în care am ales două puncte (A, și Cı) din tripletul (4, Ba C3). 
Considerînd și punctul D'=4,C, Nd’ vom constata că A,, B,,C, sînt 
puncte ale dreptei DD’, g.e.d. 


E 


LOCURI GEOMETRICE 
81. ENUNŢURI 


II.1. Se dă un segment AB de lungime 2a și numere reale k, «, 6, y, 
respectiv un unghi 4. Se cer locurile geometrice ale punctelor M ce 
satisfac următoarele condiţii : 


a) MA2+ M B:=ka?) b) MA2—M B?=2ka? ; 
c) +AMB=u; d) MA: MB=kÆ1; 
e) a: MA2+B-MB:=y.a2. 


II.2. Se dă o dreaptă d și o direcție A neparalelă cu d. Unui 
punct M din plan i se asociază un punct M,al dreptei d astfel încît 
dreapta MM, şi aibă direcția A. Să se găsească locul geometric al 
punctelor M astfel încît segmentul MM, să aibă lungime constantă. 


II.3. Se dă o dreaptă d, un punct O și un număr real nenul £&. 
Se cere locul geometric al punctelor M cu proprietatea că pentru 


M,=dNOM are loc OM =k. OM.. 


II.4. Se dau drepte d, și da, un segment a şi un număr real pozi- 
tiv $. Unui punct arbitrar M din planul celor două drepte îi vom 
asocia și proiecţiile sale ortogonale M,, M, pe dreptele date. Se cere 
determinarea locurilor geometrice ale punctelor M ce satisfac următoa- 
rele condiții : 

a) MM,+MM.=a; b) MM,—MM.=a; c) MM,:MM,=k; 


2 


= Presupunînd în continuare că dreptele d,, d. sînt secante în punctul O 
să se mai găsească și locurile geometrice ce corespund următoarelor. 
condiţii : l 


d) OM, +0M,=a; e) OM,—0M,=4; f) OM, :OM,=Ł; 


= IL5. Se dau drepte distincte dı, de, 4, concurente în 0. O paralelă 
la d, taie d}, da în Ma Me. Fiind precizat şi un număr real k va exista 


un punct unic M încît MM, : MM,=k. Se cere locul geometric al 
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punctului M (atunci cînd variază paralela M,M, la 4,). Se mai cere 
să se arate că la poziţii distincte ale dreptei d, corespund locuri geome- 
trice ce nu au în comun puncte diferite de 0. | 


II.6. Se dau: un cerc @ (de centru O și rază XR), un punct A și 
un număr real $. Se cere locul geometric al punctelor M ce împart 
în raportul k segmentul AN, N fiind un punct variabil pe @. 


II. 7. Se dă un cerc € de centru O și rază R. Se cere să se deter mine 
locurile geometrice ale mijloacelor corzilor sale ce satisfac succesiv 
cîte una dintre următoarele trei condiții : l 

a) trec printr-un punct fix A; 

b) au lungime constantă 22; 

c) au direcţie fixă, A. 

II.8. Se dau cercuri neconcentrice: @ de centru O și rază R, 
€, de centru 0, și rază R,. În enunț vor mai interveni numere reale 
Ż, k ce se presupun fixate. Vom folosi notația €(M) respectiv 2,(M) 
pentru puterile lui M față de cercul @ respectiv @,. Se cer locurile geo- 
metrice ale punctelor M ce satisfac următoarele condiții: ` 


a) 0(M)=p; b) 0(M)+80,(M)=ș; 
c) 0(M)—80.,(M=g;.. d) 0(M):0,(M)=k; 


e) unghiurile sub care se văd cele două cercuri din M sînt egale ; 
f) există cel puţin un cerc €' cu centrul în M ortogonal cercu- 
rilor date. 


l. $ 2. SOLUȚII 


11.1. a) Se utilizează problema I.1 pentru a expri- 
ma MO: 4MO0:=2(MA:+M B?) — (2a)2. Se constată 
că egalitatea din enunț este echivalentă cu MO:= 


= $ —1 a*, unde O este mijlccul lui AB. 


Locul geometric al punctului M depinde de valoa- i 
rea parametrului k astfel : Fig. 37 


I.k>2: cerc cu centrul în O și rază a-i —1. (Aici pentru k==4 se 


obţine chiar cercul de diametru AB). 
II. k=2 : mulțimea formată dintr-un singur punct, O. 
III. k<2: mulțimea vidă. l 5 

b) Fie N proiecția ortogonală a lui M pe AB. Se observă 
MA?:—MB!=(MN°+AN:)—(MN*+N B?) =NA'—N B:. 
Constatăm că punctele M și N aparțin simultan 
locului geometric analizat și ne rămîne deci să găsim 
intersecţia locului geometric cerut cu dreapta AB. 
Din _ NA:—NB*=2ka obținem  (AN+NB)(AN— 
—NB)=2ka2 şi deoarece are loc evident AN+NB= 
—AB=—2a vom determina unic N prin soluţiile AN 
și NB ale sistemului : i 

| AN+NB=2a, AN—NB=ka 

Deci locul geometric al punctului M va fi o perpendiculară pe dreapta 
AB. Această perpendiculară taie în interior segmentul AB dacă AN 
şi NB sînt pozitive, adică |&|<2. În cazul particular k=0 se obține 
ca loc „mediatoarea“ segmentului AB. 

c) Se afirmă uneori în mod eronat că locul geometric este un 
„arc capabil de unghi dat“ și nu două arce simetrice faţă de AB. Să 
precizăm apoi că din formularea enunţului nu putem afirma că punc- 


Fig. 58 - 
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tele A și B ar aparține locului geometric! În 


cazul particular “=> locul geometric este 


cercul de diametru AB din care se exclud 
punctele A şi B. Pentru A sau B se folo- 
seşte denumirea punct limită a locului geome- 
_iric deoarece putem găsi puncte ale locului 
oricît de apropiate de ele. 
d) Fie C şi D punctele de pe dreapta AB 
ce satisfac CA: CB=—k și DA: DB=k. 
Dacă punctul M diferit de C sau D aparţine 
locului geometric, egalitățile MA: MB= 
=CA:CB şi MA:MB=DA:DB ne asi- 
gură prin reciprocele teoremelor _bisectoare- 
Fig. 60 lor (interioară și exterioară) că MC și MD 
= sînt bisectoare ale unghiului AMB și deci 
M se găseşte pe cercul ct de diametru CD. Afirmația reciprocă 
(dacă M este pe cercul considerat, cf, atunci aparține locului geo- 
metric) se demonstrează ceva mai complicat ; vom oferi două soluții 
pentru această reciprocă. , N 
I. Să considerăm de exemplu că are loc k>1, deci B este între 
C şi D, deci interior cercului cf. Considerăm un punct M arbitrar pe 
<A ; intenționăm să dovedim că aparține locului K 
geometric. Fie s semidreapta ce pornește din B 
şi trece prin M și un punct variabil X pes. 
Vom defini o funcție f : sR asociind punctului 
X valoarea f(X)=XA : XB> Proprietățile ce ne 
interesează ale funcției f vor fi: i 
1° f este continuă, 2° domeniul valorilor 
lui f conține numere oricît de apropiate de 1 
şi numere oricît de mari. i 
Vom demonstra aceste proprietăți. 
1°. Fie E pe s. Unui număr real e>0 
precizat îi vom asocia puncte E’, E” situate pe 
dreapta AE (orientată de la A spre E) încît 
E'E=EE" =e. Cercurile €,, €, de centru A ce 
trec prin E”, E” delimitează o coroană circulară = 
X ce interceptează pe s un segment ` U,U (este "Fig. 62 
posibil ca punctele U,, U, să fie și pe același 5 
cerc 2; sau ca unul dintre ele să .coincidă cu B). Fie 8 minimul 
dintre numerele reale EU,, EU.. Vom constata imediat: XE <5= 
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=| f(X)—f(E)|<e, adică f este continuă în punctul generic E. 
20. Atunci cînd X se apropie de B, AX tinde către valoarea 
finită AB în timp ce BX tinde către zero. Prin urmare lim f(Ă)= co . 
X>B 


Cînd X tinde spre infinit pe s, va avea loc dubla inegalitate: BX — 
—AB<AX <BăX+AB ce ne conduce imediat la concluzia lim f(x) =1. 
; . i Xeo 


Sîntem astfel asiguraţi că există măcar un punct N pe s încît 
f(N)=k; conform primei etape se impune Nec, deci N coincide 
cu punctul M considerat, q.e.d. i 

II. Pentru M arbitrar pe o£ construim puncte E, F pe AM încît 
BE|MD şi BF||MC. Construcția ne asigură 
imediat că are loc ¥EBF=90°. Aplicînd 
convenabil teorema lui Thales vom deduce : 


ME DB CB MF" 


Din egalarea primului raport cu ulti- 
mul rezultă ME=MF, deci BM este me- Fig. 63 
diană în triunghiul dreptunghic EBF, deci 
ME=MB=MF. Substituind una dintre aceste egalități în rapoarte 
mai sus găsite egale deducem MA : MB=k, deci M este punct 
al locului geometric, q.e.d. 

Locul geometric obținut, cercul cf, este numit cerc al lui Apolonius 
în raport cu segmentul AB în cinstea matematicianului antic elen. 
Deoarece considerăm că soluția de mai sus este suficient de dificilă 
vom. mai da încă o soluţie a acestei probleme ceva mai calculativă. 
Ideea ei centrală constă în a preciza poziţia punctului O (mijlocul 
lui CD) în raport cu segmentul AB astfel încît egalitățile M A=kMB 
și MO=0C să devină echivalente. Deoarece avem la îndemînă soluția 
de mai sus vom porni astfel identificarea lui O. Presupunem pentru 
a fixa notația că are loc k>1. Observăm ușor implicaţiile : 


AC=kCB>(k+1)AC=kAB; AD=kBD=>(k—1)AD=kAB- 


şi vom deduce apoi ușor egalitățile : 


(1) ag pa ka 21 
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Vom reține doar o concluzie a acestor egalități (1) ce permite 
caracterizarca lui O pe AB: 


(*) | A0=h:BO 


Egalităţile (1) se deduc ușor și din () 
Aplicăm acum relația lui Stewart pentru cuaterna de puncte 


A, B, O, M. Obţinem: 
MA? - B0O+MO:- AB—M B? - 40=A40- BO -AB 
Înlocuind aici egalitățile (1) și simplificînd prin AB obținem : 


(2) mor (HE j _ kt- MB*:—MA: 
ka 21 k?—1 


În baza acestei egalități este uşor de constatat că egalitatea 


MA=kMB este echivalentă cu MO= Az deci cu apartenența lui 
M la un cerc cf, (de centru O caracterizat prin (*) și rază sa A 


e) Analizăm pentru început cazul I cînd «+60 generalizînd 
metoda aplicată în cazul a). Pentru un punct arbitrar O al dreptei 
AB prin relația lui Stewart obținem : 


OB - MA:-+ AÖ- MB:= AB - MO:+A40-0B . AB 


Vom determina punctul O astfel încît mărimile OB și AO să fie propor- 
ționale cu «œ și 6. Scriind ÖB=<«. x şi A0=B. x obținem prin adunare 


2a=(«+ ß)x și, în ipoteza astfel adoptată, găsim PRE O0OB= 


«+B 
BE Lc jaa 2 E ocna aceste valori în relația lui Stewart 
e+p. ap 


+e, 


de mai sus obținem după aplificarea cu — 


a: MA?+ B MB:=(a+p)MO2++4a2 Ë 
; a B 


Relația din enunț este în acest caz echivalentă cu (x+ 8)A/02+ 


P EIB 224 oc iderăm si E E A T 
+ da Te y:a?. Conside și numărul real 6=(4a. B—«.-y— 8$- y) şi 
a 
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ò 
(a+f): 
atenției următoarele cazuri : 
I-1 50. Locul este un cerc cu centrul în O Apone: caracterizat 


transcriem egalitatea precedentă sub forma MO:= Se impun 


prin «04 = —80B) și rază JB] A: si: 
1-2 3=0. Locul geometric este {0} ; 
I-3 8<0. Locul geometric este mulțimea vidă, Ø. 
- e în continuare cazul II, cînd «+f=0 dar a:+f240. 


Notînd Ý =2k observăm ușor că relația enunțată coincide cu cea 


abordată la punctul b). 

A rămas de elucidat cazul III cînd a=f=0. Evident că în acest 
caz se obține ca loc: 

— întreg planul dacă y=0 

— mulțimea vidă y#0. 

II.2. a) Locul geometric este evident constituit din mulțimea a 
două paralele la dreapta d, situate de o 
parte și de alta a acestei drepte la această 
distanță. Dacă în locul datelor a și A se dă 
un vector v atunci locul | geometric al punc- 


telor M ce satisfac MM =Y va fi una 
din cele două paralele obținute mai sus, 
numită „translata după vectorul v a 
dreptei d“. 

Ii.3. Folosind teorema lui “Thales (di- 
recta și reciproca) se constată ușor că locul 
geometric este figurat de o paralelă la 
dreapta d. Cazurile particulare k=0 și 
k=1 trebuiesc analizate. separat: în pri- 
mul caz locul geometric este {0} în al 
doilea caz dreapta . 

11.4. a) Începem prin a analiza cazul I 
cînd dreptele d, și d; sînt paralele și situ- Fig. 65 
ate la distanţa d: 

I.1. Dacă d<a punctele locului nu pot fi situate între cele două 
paralele. Un punct M situat în afara „benzii“, la distanță x de cea 
mai apropiată dreaptă d, sau d, va aparţine locului dacă și numai dacă 
2x=a—d. Locul geometric va fi în acest caz: mulțimea punctelor 
dreptelor d; și d; paralele cu 4, și da, situate în afara benzii determinată 
de d, și da si la distanța x de bandă. 
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I.2. Dacă d=a se constată ușor că locul geometric căutat este 
mulțimea punctelor situate între cele două paralele sau chiar pe drep- 
tele d, și d, (mulţime ce binemerită denumirea bandă închisă). 

1.3. Dacă d>a, locul geometric este evident mulțimea vidă. 

Analizăm în continuare cazul II 
(există O comun dreptelor dı și de) şi 
ne restrîngem atenția asupra punctelor M 
interioare unuia dintre cele patru unghiuri 
formate de dreptele d, și da. Perpendiculara 
din M pe bisectoarea unghiului considerat 
taie dreptele date în A, și Æ. Conform 
problemei I.7 punctele M și A, vor apar- 
ține simultan locului geometric. Punctul A, 
; va aparține locului dacă este la distanța 
Fig. 66 a de dreapta dą, Această condiție deter- 
. mină unic punctul C. 

Extinzîndu-se acum atenția la punctele M din întreg planul cons- 
tatăm uşor că locul geometric este mulțimea punctelor M situate 
pe laturile unui dreptunghi avînd d, și d. ca diagonale și distanța 
de la un vîrf la o diagonală fiind a. 

b) Începem prin a analiza cazul I, caz în care se presupune că 
dreptele d, şi d, sînt paralele situate la distanța Z. | 

1.1. Dacă d<a se constată ușor că locul este mulțimea vidă. 

1.2. Dacă d=a locul geometric va fi evident acel semiplan deter - 
minat de dreapta d, în care nu este situată di. i 

1.3. Dacă d>a locul geometric va fi o paralelă la d, la distanța 
a|2 de dreapta dz. NE 

În cazul II vom presupune că dreptele 02 
d, şi d, sînt concurente în 0 și ne vom limita 
pentru început  considerațiile asupra unuia 
dintre cele patru unghiuri determinate de d, și 
de, fie (di, da). Va exista un punct unic deter- 
minat A, pe semidreapta dą situat la distanța 
a de d,. Considerăm și semidreapta d’ ce trece 
prin A și este paralelă și la fel orientată cu 
d... Un punct M din interiorul unghiului consi- 
derat pentru a aparține locului trebuie să 
fie interior unghiului (di, d;).Fie M’ punctul Fig. 67 
de pe MM, și de pe semidreapta d' (sau 
prelungirea ei). Evident M'M,=a şi punctul M va aparţine locului 
dacă şi numai dacă MM'=MM, adică dacă este situat pe bisectoa- 
rea A.B a unghiului (d, d3). 
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Extinzîndu-ne atenția la punctele M din 
întregul plan obținem că locul geometric 
căutat se obține prelungind laturile dreptun- 
ghiului de la locul geometric de la punctul 
precedent (cazul II) dincolo de virfurile 4, 
și A, situate pe dreapta də. 


c) Ca și la punctele precedente se Fig. 68 
consideră la început cazul I cînd dreptele d, 
și de sînt paralele. Fie A, și A, puncte pe d, și 0O—9—————— 
d, astfel încît A,4„Ld și fie M, și M, punc- ah -4 


tele ce împart segmentul 4,4: în raportul k. Da dn R 
Locul geometric va fi evident perechea de Er. DIC aa cea 
drepte paralele cu d, prin M, și M,. Un caz ; 
particular remarcabil în care descrierea de aMg 
mai sus a locului este necorespunzătoare Fig 69 
apare pentru k=1; în acest caz locul geo- 
metric este dat de o singură paralelă la d, și d, situată la distanţe 
egale de acestea. 
În cazul II vom presupune că dreptele 4, și d. sînt secante în O. 
„Fie d, și d semidrepte cu originea în O situate pe aceste drepte. Fie 
apoi M şi N puncte din interiorul unghiu- 
lui (di, da) coliniare cu O. Folosind teore- 
M ma fundamentală a asemănării obținem : 
MM, OM _ MM, 


N I æ ===> x . 
> NN, ON NN, Rezultă MM.: 
MM:=NN,: NN, şi prin urmare, odată cu 
M2 un punct M, locul geometric va conține 
Na întreaga (semi)dreaptă OM. În ipoteza că 
Fig. 70 M şi N sînt puncte ale locului aflate în 


interiorul unghiului (d;, d) se constată 
ușor că triunghiurile MMM, şi N.NN, avînd unghiurile din M și 
"N egale şi cuprinse între laturi proporționale sînt asemenea. Rezultă 
xM, M M= + N,N,N. Din patrulaterele inscriptibile OM,MM, și 
ON,NN, rezultă + M,OM= +N,ON şi prin urmare în interiorul 
unghiului (dj, d¿) toate punctele locului geometric (dacă există) sînt 
situate pe o semidreaptă. Vom demonstra că în interiorul unghiului 
(di, d) există cel puţin un punct al locului. Fie A, punctul de pe de 
situat la o distanţă a de dreapt: d. Fie A, situat pe d;, astfel încît 
OA,=0A42. Un punct M de pe segmentul 4,4, va satisface conform 
punctului a) condiția MM,-+MM.=a. Punctul M va fi al locului 
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á, “geometric dacă și numai dacă MM.= E 
şi un astfel de punct există evident. 

Se poate observa că punctul M este și unic 
pe segmentul Ads și această observație con- 

Fig. 71 turează o nouă modalitate pentru a dovedi că 
locul geometric intersectează interiorul unghiu- 
lui (d, dz) după cel mult o semidreaptă. 

O altă modalitate mai puțin elegentă dar mai expeditivă 
pentru a dovedi că locul geometric conține o singură semidreaptă 
în interiorul unghiului ascuțit (di da) de mărime a este să notăm un- 
ghiul (di, OM) prin x și să observăm că punctul M aparține locului 
dacă și numai dacă sin(a—x)= = ksin %. Egalitatea devine sin æ. cos x— 


sin & sin & 
— cos «sin x=% sinx sau tg x= —— deci x=n7r+ arc tg 


k+ cos & k+cos & 
și este relativ ușor de observat că, grație condiției k>0, va exista un 
singur număr întreg n astfel încît 0 <x <a. 
Condiţiile de mai sus permit acum să expli- 
cităm locul punctelor M din întreg planul în 
acest caz II; o pereche de drepte concurente 
în punctul 0 (Fig. 72). 

d) Considerăm că la a) perpendiculara MN 
pe bisectoarea unghiului dintre dı, d în care se 
găsește M, luînd N pe d,. Fie N, proiecția lui N 
pe da. Se constată ușor că M,N şi NM, sînt 
segmente egale ca proiecții sub unghiuri egale 
ale segmentului MN. Urmează OM, 40M,= 
=ON+ON,, deci suma din primul membru este 
constantă cînd M variază pe segmentul NN' 
și locul gemetric ar apare ca un dreptunghi 
avînd dreptele date ca diagonale. 

„Demonstrația“ de mai sus constituie un | 
exemplu de superficialitate ! Ca urmare, nici Fig. 73 


descrierea locului nu este corectă ! 
Punctele N și N’ nu constituie 
„Poziţii critice“ ale lui M, căci 
atunci cînd M traversează aceste 
poziții nici OM, nici OM, nu își 
schimbă orientarea ! „Drept poziţii 
critice -se impune să considerăm 
punctele P, Q în care NN’ taie 
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perendicularele da, d, în O pe d,' respectiv d, Considerînd 
acum şi proiecţiile Ms, M, ale lui M pe da, d, vom constata ușor că 
MM,OM, şi MM.:OM, sînt dreptunghiuri | 
şi M va aparţine locului geometric dacă și 
numai dacă suma distanțelor sale la drep- 
tele da d, este constantă. Acum problema 
s-a redus la cea tratată la punctul a) și prin 
urmare locul geometric este un dreptunghi 
POP'Q' avînd centrul în O şi diagonale 
perpendiculare pe dı, de. Dreptunghiul este 
unic determinat dacă mai observăm că di- 
stanța de la un vîrf la o diagonală a sa este 
cît constanta prescrisă, a. Sat 

e) Folosind din nou figura 74 vom 
constata că diferenţa OM, —OM, este egală 
cu diferența distanțelor lui 'M la dreptele 
d. d: aşadar problema se reduce la 
cea tratată la punctul b) și prin urmare lo-. 
cul geometric va conține patru semidrepțte . 
paralele cu bisectoarele unghiurilor drepte-. |. He e "tă 
lor date și avînd originile în puncte P, P'ale .  . pe 

; ! > . Fig, 76 

dreptei d. | NE ta 

f) Putem aplica raționamentul de la e) pentru a reduce problema 
la aceea tratată la c), cazul II. De altfel raționamentul expus la c) 
se poate aplica aici fără modificări de esenţă. 


II.5. Fie O punctul comun drepte- 

„lor d, şi da. şi două paralele MMs 
Și N N3 la d}. Din asemănarea triun- 
ghiurilor  OM,M, | şi ON,N, rezultă . 
MMs NN: Vom presupune k>l 
OM ON a EP RR 

MM. 
Observăm că i a = sii şi 


Fig. 77 : deducem : a e atit e ce 

DI Taro alla egalitatea primului şi ultimului raport, observînd 
2 Ir: ; $ F í ; 

că xOM,M= +ON,N, rezultă că triunghiurile OM „M și ON,N sînt 

asemenea. Urmează de aici egalitatea unghiurilor omoloage din O şi 

deci coliniaritatea punctelor O, M şi N. | (a id 
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Rezultă acum ușor că locul geometric al punctului M este o dreaptă 
prin O: consideraţiile de mai sus ne asigură succesiv : 
a) există un punct M al locului diferit de O; | 
b) dacă M este punct al locului orice punct N al locului este si- 
tuat pe dreapta OM. 
-Se constată apoi uşor (în baza a două asemănări de triunghiuri) 
că, dacă N este pe OM, are loc M,M : M,M=N,N : N.N. ` 
Presupunem apoi prin absurd că la direc- 
ţii distincte 4, și d; corespund locuri geome- 
trice ce au în comun cel puțin un punct M 
- diferit de O. Din M,M : M.M=k=M;M : MM 
rezultă asemănarea triunghiurilor M,M M; şi 
M,MM, şi deci. paralelismul dreptelor d, şi 
d, absurd. 


II.6. Se consideră punctul O’ ce împarte 
în raportul k segmentul 40. Egalitatea 


AM _p este echivalentă cu A 40. Și 
MN AN AO 


aceasta la rîndul ei este echivalentă cu asemă- 
narea triunghiurilor 40'M și AON. Cele două 
triunghiuri sînt asemenea dacă și numai dacă 


e Notînd raza ON prin R 


ON AN k+l ~ 


conchidem că egalitatea 2 =k este echiva- 


lentă cu 0'M= dă adică are loc dacă și numai dacă M se găsește 
k41 


R-R i RE 
pe cercul de centru O’ şi raza R'= i Locul geometric este deci 


un cerc 8' despre care se spune că este obținut din @ „printr-o 


e 


omotetie de centru A și raport 
ȘI rap EI 


II.7. a) Dacă M este miilocul unei corzi ce trece prin A unghiul 
AMO va fi evident drept și deci M se va afla pe 
cercul €, de diametrul OA şi în interiorul cercu- 
lui 2. Dacă A este în interiorul sau pe circumferința 
cercului €, atunci evident locul geometric va fi 
cercul 0,. Dacă A este exterior, atunci locul geo- 
metric va fi un arc al cercului 6,. 
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b) Locul geometric este cercul concentric cu @ avînd ca rază 
R:—a?. 

c) Locul geometruic este diametrul „perpendicular pe direcția A . 

II.8. a) Puterea punctului M față de cercul e 
este 0(M)= MM, - MM, = (MU — R)(MO + R)= 
=MO:—R2. Se subînțelege că puterea este pozi- 
tivă cînd M este exterior lui E şi negativă dacă M 
- este interior. Condiţia 2(M)=p este deci echiva- Y 
lentă cu MO:=R:+p. Iată caracterizarea locului 
geometric după valorile constantei $ : 

p<— h?=—mulţimea vidă ; 

= — R2=punctul O ; 

_p>— R2=cerc concentric cu 8 de rază Y R:+F2. 

b) Condiţia se exprimă prin (MO:—R:)+(MO:—R2)=p sau 
MO:+ MO2= R:+ R}. Problema s-a redus astfel la II.1.a. 

c) Condiţia se exprimă prin (M0:—R2—(MO;—R3)=p, sau 
MU:—MO?=p+ R:—R? şi problema s-a redus la II.1.b. 

d) Condiţia este (MO?— R?)=k(M0}— Ri). Se transcrie sub forma 
MO:—RkMO= R:—RkR2 şi locul geometric va fi cel de la problema 
[I.1.e. Cazul particular k=1 (M are puteri egale faţă de cele două 
cercuri) conduce la un loc geometric ce constituie o dreaptă perpen- 
diculară pe linia centrelor numită ax radical al celor două cercuri ; 
dacă @ şi 0, sînt secante, axul radical trece prin punctele de inter- 
secție ; dacă € și @, sînt exterioare, axul radical trece prin mijloacele 
tangentelor lor comune (limitate de punctele de contact). 

e) Fie M un punct din planul celor 
două cercuri, exterior cercurilor @ şi @, şi 
tangente MT şi MT, din M la cele două 
cercuri. Punctul M va aparţine locului geo- 
metric dacă și numai dacă jumătăţile un- 
ghiurilor sub care se văd cele două cercuri 
din M, +TMO şi +T,MO, sînt egale 
Aceasta echivalează cu condiția ca triun 

Fig. 82 ghiurile MOT şi MO,T, să fie asemenea, 

adică să aibă loc MO:0T=MO,: 0,1.. 

Ultima egalitate se transcrie MO : MO,=R : R, şi conform problemei 
II.1 punctul M va fi situat pe un cerc 0" ce este cerc Apolonius în 
raport cu segmentul 00,. Conchidem deci că locul geometric cerut 
este alcătuit din punctele cercului Q' exterioare cercurilor 2 și 8,. 
__ Cînd cercurile € şi @, sînt exterioare, un diametru AB al acestui cerc 
- este delimitat de „centrele de omotetie“ ale cercurilor date, adică de. 


Fig. 81 
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punctele de intersecţie ale tangentelor ccmune. Cind cercurile € ṣi 8, 
sînt secante, locul geometric va conţine și punctele de intersecţie ale 
SE „cercurilor, deci va fi un „arc închis“.al unui 
cerc ce se descrie drept cerc înscris triunghiu- 
lui ACD. (S-a notat prin A punctul comun 
tangentelor comune exterioare). Amintim însă 
că pentru moment studiem numai cazul 
„punctelor M exterioare cercurilor date ; se 
va vedea imediat că în acest caz arcului ` 
cercului @’ trebuie să-i mai adăugăm lunula 
Fig. 83 punctelor interioare celor două cercuri date 
(regiune prezentată hașurat pe figură). În 
cazul cînd cercurile date sînt interioare nu există puncte M exte- 
rioare lor aparținînd locului geometric. Constatăm apoi că locul 
geometric nu poate conține puncte exterioare unuia și interioare 
celuilalt cerc. Punctele M interioare ambelor cercuri aparțin. evident ` 
locului geometric deoarece fiecare din cercurile date se văd dintr-un 
astfel de punct sub unghiul 2x. Urmează că în cazul cînd @ și €, 
sînt interioare locul este alcătuit din punctele cercului interior. În 
rezumat, după poziția. cercurilor date locul geometric poate fi: 
o circumferință; un arc plus o lunulă; interiorul unui cerc. 

f) Fie x raza cercului E cu centrul în M. Cercurile și 0' vor fi 
ortogonale dacă și numai dacă R:+x2=0M:. Analog cercurile @, și 
0' vor fi ortogonale dacă și numai dacă R2+ 
+a:=0M?. O condiție necesară ca M să fie- 
punct al locului este dată de egalitatea OM:— 
—R*'=0M'*—R? ce exprimă că M are puteri 
egale față de cele două cercuri. Această condi- 
ție devine și suficientă dacă i se adaugă și condi- 
ţia ca puterile să fie nenegative. Folosind și 
deducţiile de la punctul c), conchidem: locul 
geometric este axul radical din care se elimină 
punctele interioare celor două cercuri date (dacă 
astfel de puncte există). Fig. 84 

Dacă M este punct al locului, cercul 8' cu : 
acest centru va conține punctele de contact ale tangentelor din M 
la cercurile date; această condiţie determină pentru fiecare punct 
M al locului exact un cerc ortogonal cercurilor date. i 


VECTORI 
S. 1 ENUNŢURI 


III.1. Fie A, B puncte distincte și un punct arbitrar M. Să se - 
arate că M este pe dreapta AB dacă și numai dacă există numere reale 


(unice) x, y astfel încît x-+y=1 și pentru orice punct O are loc OM = 


=ă .0A4+y.0B. (Ultimula egalitate nu este afectată de schimbarea 
punctului O astfel că devine acceptabilă transcrierea ei sub forma 
simbolică M=x. A+y- B). iti | 

III.2. Fie un triunghi ABC și un punct arbitrar P. 


a) Să se arate că P este în planul (4 BC) dacă și numai dacă există 


numere reale (unice) x, y, z încît x+y+z=1 și pentru orice punct O 
(nu neapărat coplanar cu A. B, C) are loc egalitatea : - ' 


OP=x ‚OA +y. OB+z „OC. | 


(Se spune că x, y, 2 sînt coordonatele baricentrice ale lui P în raport 
cu ABC ; este justificată scrierea egalităţii de mai sus sub forma simbo- 
lică P=x. A+y. B+z-C).. | 
a b) Cunoscînd x,y,z să se precizeze dacă există sau nu puncte 

Pa= APOBC, P.=BPOCA, P.=CPNAB şi să se exprime urmă- 
toarele rapoarte de segmente orientate: BPa: PC, CPs: PA, 


eana O D Ia D G a 


c) Cunoscînd x, y, z să se exprime coordonatele normale ale lui 
P în raport cu triunghiul ABC. (Se presupun cunoscute și-elementele 
triunghiului ABC). 


. HI.3. Să se reformuleze și să se demonstreze analogul spaţial 
al problemei precedente. Presupunînd că expresia simbolică x. A+ y- 
eB+z. C+u. D desemnează un punct P (cînd A, B,C,D nu sînt 
coplanare şi x+y-+z+u=1) se cere să se spună dacă există puncte 

a=APN(BCD), Pa=(4PB)NCD, etc și în cazul cînd astfel de 
puncte există să se caracterizeze vectorial. 
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III.4. Fie ABCD un tetraedru în care două perechi de muchii 
opuse sînt perpendiculare. Demonstraţi că și cea de a treia pereche 
de muchii opuse este constituită din drepte perpendiculare. (Se spune 
că un astfel de tetraedru este ortogonal). 


II.5. Fie două triunghiuri ABC şi A'B'C'. Să se. demonstreze , 
echivalența următoarelor două propoziţii : l 

1° Perpendicularele din A, B, C pe B'C', C'A', A'B' sînt concu- 
rente ; | - i 

2° Perpendicularele din A’, B’, C' pe BC, CA, AB sînt concurente. 
(Dacă una din cele două propoziții este îndeplinită se spune că cele 
două triunghiuri sînt ortologice ; putem deci concepe „ortologia“ drept 
o relație binară simetrică.). l i 

III.6. Fie două triunghiuri ABC şi A'B'C”. Se cere să sc arate că 
dacă au loc două din următoarele trei afirmații atunci are loc. și cea 
de a treia: 

1° triunghiurile ABC şi A'B'C' sînt ortoglogice; 

2° triunghiurile ABC și B'C'A' sînt ortologice ; 

3° triunghiurile ABC și C'A'B' sînt ortologice. lea 
(Cînd cele trei afirmaţii de mai sus sînt corecte se spune că triunghiurile 
A BC şi A'B'C sînt biortologice.) 

III.7. Fie un triunghi ABC şi un punct D diferit de fiecare dintre 
virfurile triunghiului; presupunem D=x. A+y. B+z- C (se sub- 
„înțelege că are loc 4+-y4+z=1). Se cere să se demonstreze echivalența 
următoarelor trei condiţii : 

1° paralelele prin B, C, A la AD, BD, CD sînt concurente (în E) ; 

` 2° paralelele prin C, A, B la AD, BD, CD sînt concurente (în F); 

3° are loc xy+yz+zx=0. (În cazul cînd ABC este echilateral 

aceste condiții sînt îndeplinite dacă și numai dacă D este pe cercul 
circumscris triunghiului ABC). 

III.8. Fie D, E, F puncte pe dreptele BC, CA, AB ce se obțin pre- 
lungind laturile unui triunghi ABC. Să se demonstreze următoarea 
teoremă a lui Pappus „dacă BD:DC=CE: EA=AF:FB, atunci 
triunghiurile A BC și DEF au același centru de greutate“. Să se formu- 
leze și demonstreze o reciprocă a acestei propoziţii. 


II.9. Fie ABC un triunghi presupus materializat ca un contur 
excecutat dintr-un material omogen de secțiune neglijabilă. 

a) Să se arate că centrul de greutate al acestui triunghi ma- 
terial coincide cu centrul cercului înscris în triunghiul complementar 
lui ABC, adică avînd virfurile în mijloacele laturilor lui ABC. 
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b) Să se arate că centrul de greutate al „conturului“ ABC coincide 
cu cel al „plăcii“ ABC dacă și numai dacă ABC este triunghi echila- 
teral. 


III.10. Se consideră un tetraedru 4,4,4.4,. 

a) Să se precizeze poziţia centrului de greutate G, a unui sistem 
de patru puncte materiale grele situate în A,, Az Aa, Aa. 

b) Să se precizeze poziția punctului G, ce constituie centru de 
greutate al „1-scheletului tetraedrului“, adica a unui sistem alcătuit 
din şase bare 4,4,(1 <i <j <4) avînd aceeași densitate liniară constantă. 

c) Să se determine poziția punctului G, ce constituie centrul 
de greutate al „2-scheletului tetraedrului“, adică a suprafeței sale 
(intuită ca o membrană omogenă de grosime neglijabilă). 

d) Să se precizeze centrul de greutate G, al tetraedrului privit 
drept corp material omogen. So 


II. 11. Vcm folosi notația uxv pentru produsul vectorial al 


vectorilor # şi v. Se cere să se demonstreze următoarea formulă a lui 
Gibbs pentru dublul produs vectorial: 


ax(bxc) = =(a- c)b — (a. bc. 


a. c 


(Determinantul ce apare în această formulă are caracter simbolic, deși ele- 
mentele sale nu sînt numere reale el se calculează după legea cunoscută, 
explicitată în continuarea formulei: folosirea determinantului înles- 
nește memorarea formulei. finalei). 


III.12. Constataţi că pentru produsul vectorial nu este valabilă 
regula obișnuită de asociativitate ci următoarea regulă „de algebră 
Lie“: ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0. 

III.13. Demonstraţi următoarele formule de calcul vectorial: 


okol 


a) îx9- 6x20]; 


3) 6x9x6x3--| 


(4,5% bP) 
(d,à (cd, fi 


c) (2x5, cxd, an= 
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(Se subințelege că (u, v, w) notează produsul mixt (ux). w; deter- 
minanții ce intervin la b) au caracter simbolic). 

III. 14. Fie S sistemul a trei vectori necoplanari 4, b,c. 
Vom considera scalarul s ce satisface egalitatea s- (a,b, gely Se 
construiește sistemul S* alcătuit din vectorii a =s. (bxc), b =s- (cxa), 


şi c*=—s- (axb). (Se foloseşte pentru S* denumirea de sistem reciproc 
lui S.) 


a). Să se demonstreze că vectorii din S* sînt necoplanari. , 
b) Interpretînd * drept operație să se demonstreze (SY = 
. . €).Să se constate că pentru orice vector v au loc demite, J 


S v=(o. a)- d+ (v. 5). +. d. € şi 


v=ùv- a"). at(v: b): bo. c)-a LE II: oook 


d) Știind că are loc xap yd" a i Lu b+zc*, să se exprime 
x”, 9", 2* în funcţie de numerele reale X, Y, z și de vectorii din, S: 


e) Să se demonstreze formula : 


-4 


4 . . 
- al olol 


a-a 
(a, b, c)2= b-a 
cea 


SOl] œ RI 
>l ol al 
NI A] 


f): Demonstraţi identitatea : | 
(xa+yb-+ze) - (mzt-rnb+-pe)=matnype. 


g) Calculaţi unghiurile plane corespunzătoare unghiurilor diedre 
formate de plane ce sînt paralele cu cîte doi dintre vecțorii din S. 


III.15. Fie A,(î=1, 2,3, 4) puncte arbitrare în . spaţiu.: Vom 
i da cunoscute distanţele a; între puncte A, și A p 
a) Să se exprime volumul tetraedrului AA aA aA; 


b) să se găsească o condiție asupra distanțelor ai echivalentă 
cu coplanaritatea punctelor A, (7=1, 2, 3, 4)! 


„ IIL.16. Fie $ sfera de centru O şi rază R și puncte A, B,C p 
această sferă astfel încît planul (4 BC) să nu conțină. centriil O. ( Rezultă 
astfel că nu există două puncte dintre A,:B, C, care să fie diametral 
opuse.) Planul (OBC) taie sfera $ după un cerc mare pe care îl vom 
nota prin 04. Arcul mic de extremități B, C al cercului € a se va nota 


prin BC și lungimea sa prin æ. Se definesc analog CĂ, AÈ ca arce mici 
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ale cercurilor mari €=(0AC)N8, @e=(0AB)NS şi lungimile b, c ale 
acestor arce. (Configurația descrisă mai sus se numește ¿riunghi sferic 
de laturi BC, CA, AB). Unghiul diedru al planel or (OAB) şi (OAC) - 
se notează prin A și se interpretează drept unghi al triunghiului sferic 
considerat. Se cere să se demonstreze formulele : 


a) OA „OB = R cos ; 
b) 0A xOB] = R? sin Ê. 


c) cos £ = LA cos £ SECARA sin £ cos A. (Această formulă se 
R R R R R . 

citează sub denumirea formula cosinusului laturii ṣi permite determi- 

narea. unghiului A în funcție de lungimile laturilor triunghiului 

sferic. Încă două formule analoage se deduc prin permutări ciclice). 


b) a -SnB inc , (Această dublă egalitate este citată 


sub ‘denumirea de formula sinusurilor în triunghiuri sferice). 


III. $ 2. SOLUȚII 


II.1. Situarea lui M pe dreapta AB este echivalentă cu coliniari- 


—— -> 
tatea vectorilor AM și AB, deci cu existența unui număr real £ încît 
— a 


AM=i. AB. Considerînd și un punct O arbitrar, ultima egalitate 
—— -> -> — — -=> 

se transcrie OM —0A =t (OB —0OA), adica OM=(1—t)0A+t0B. Avînd 

în vedere că / se definește independent de alegerea lui O (și anume 

i= AM : AB) vom alege x=1—t și y=t pentru a îndeplini condiţiile 

enunțate pentru punctul M considerat ce este situat pe dreapta AB 

Dacă pentru măcar un singur punct O ar avea loc OM=x . OA + 

Err — ==> — 
+y- OB şi z4+y=l, înlocuind x=1—y, obținem 0OM— 0A = y(0B— 
—0A) etc. 

III.2. a) Să admitem că P este în planul ABC. Vom presupune că 
există Pa=A PN BC şi fie =AP : AP, u= BPa: 
: BC. Pentru un punct arbitrar O deducem con- 

—— —— 
form problemei precedente OP = 10Pa + (1 — 
=> — — -=> 
—i)OA şi OPa =uOC + (1— u)OB. Rezultă 
-egalitatea : 
OP=(1—4)0A-+(1—u)0B-+tu OG. 

Factorii scalari 1—ż, t(1—u), tu sînt definiți independent de O şi au 
evident suma 1. Putem deci alege : 


Fig. 85 


A BPa AP CPa 
( y a w APa ( C APa P, ý s 
fie L E PI D.C 
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(Ultimele egalități din expresiile lui y şi z s-au obținut prin teorema 
lui Menelaus pentru ABPP, și.respectiv ACP Pa). 

În cazul cînd punctul Pa nu exista, adica P se plasa pe paralela 
prin A la BC consideram P, € BP AC sau P. și am fi procedat analog 
asigurîndu-ne de existența numerelor xv, y, z și de egalităţile (*) ce le 
conferă interpretări geometrice inclusiv cînd Pa, P,, Pe se presupun 
„aruncate la infinit“. 

Pentru a constata unicitatea numerelor x,y,z să presupunem 
că ar mai exista x',y',z' cu proprietăţile enunțate. Am deduce că 


pentru orice punct O are loc 0=(x—x')0A + (y—y')0B+(z—z')0C 
și (x—x')+(y—y')+(z—z')=0. Dacă vreuna din parantezele conside- 
rate ar fi nenulă, de exemplu x— x’ înlocuind mai sus punctul O prin A 


—— -=> 
„am deduce (y—y")AB + (z—z')A4C=0. Ipoteza că ABC este triunghi 
exclude coliniaritatea punctelor A, B, C și relația obţinută obligă la : 
(v—v)=0=(z—2"). Rezultă și z—a'=0, contrar presupunerii făcute. 
Conchidem deci că x, y, z sînt unice. 
2, —, —— -<> — . 
Să presupunem acum că are loc OP=x04A +y0B+20C şi x-+y-+ 
+z=1. Urmează că nu pot avea loc toate trei egalitățile x=1, y=1, 
'z=1. Vom presupune pentru a fixa notația x#1 și vom considera 
E 
—x 1l—x A 
„m+n= 1. Conform problemei precedente va exista un punct M pe BC 


încît OM = mO0B-+nOC și egalitatea inițială devine OP=x04 +-( 1— x). 


numerele reale m= 


. Se constată imediat că are loc ` 


.0M . Rezultă imediat că P este pe dreapta AM şi prin urmare este 
coplanar cu A, B,C, g.e.d. 


Cbservaţii. Existența, şi unicitatea pentru orice punct P a tripletului ordonat 
(x, y, z) justifică denumirea de coordonate (baricentrice) ce apare în enunț. Adjecti- 
vul este justificat de faptul că P = xA+yB+2C constituie punctul de aplicaţie a forței 
rezultate prin sumarea unor forțe paralele (gravitaționale) proporționale cu x~, y, z 
aplicate în virfurile A, B, C. Această interpretare fizică este parțială deoarece putem 
concepe x, y, z şi negative. 

Să mai observăm că prima din egalitățile (*), x= P,P: P.A, conduce ușor la z= 
=S pge : Sasnc (cu obligația de a considera ariile respective ca orientate). Interpretări 
analoage apar pentru y şi z. i 


b) Conform _notaţiilor de la a) are loc BP, : P.C=u : (1—'u). 
Deducem BPa: PaC=z:y. Încă două egantăți analoage se obţin 
prin permutări ciclice. Să mai observăm că egalitatea dedusă conduce 


la OPa= —} OB + = 0C, egalitate ce o putem exprima -simbolic 
y+z yE | 
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prin P, = 2 B+ — a. „Pa nu există dacă și numai dacă y=z=0, 
, y+z y+z 
adică x=1 etc. 
Ultimele trei rapoarte ce s-a cerut a fi calculate au fost explicitate 
în formulele (*). 
i zaa x=Spsge : Sago revine imediat la 


az= I (Am renotat prin S aria lui ABC deoare- 
ce nu apar posibilități de confuzie ; prezența mo- 
dulului la numitor este impusă de modul în care 
s-au definit în problema I.7 coordonatele normale). 

Presupunem deci că aria S a triunghiului ABC 
este pozitivă și notînd ca de obicei lungimile laturilor acestui tri- 


unghi prin a, b,c obținem deci: 


A . 
a C 
Fig. 86 


II.3. Ideea de rezolvare este cea din problema precedentă. Punctul 
Pa= A PO(BCD) va fi descris de o formulă simbolică Pa=ß. B+ 


+y:C+8. D'al cărei sens, OPu=8. OB... „ nu poate fi influențat. 
de apartenenţa sau nonapartenența lui O la planul F Are loc 
apoi P=(1—t)A+tPa=(1—i)A+t. B. B+t.y.C+t.8.D şi prin 
urmare x=] —¿, y=t.8, z=t. y, u=Łt.8, Evident Sg expresiei 
obfite P=xA+ FS +uD este că pentru orice O are loc OP = 


=x04 + y0B -+z0C. +u0D. 

Numerele (x, y, z, 4), considerate în această ordine, se mai numesc 
coordonatele baricentrice sau coordonatele lui Möbius ale lui P în raport 
cu ABCD .după numele matematicianului ce le-a introdus. 

Presupunind cunoscute numerele x, y, z, w putem calcula nume- 


rele : (=: 


~e 
] 
| 


y ; A dai 
) y şi 5 și prin urmare: 


P= — (yB+2C+uD) 
—x 
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(De notat faptul că în această formulă paranteza nu are un sens in- 

trinsec deoarece y+z-+u=1—x#1, dar capătă un sens precizat odată 
cu împărțirea la 1— x). 

.Caracterizări analoage se obțin pentru P,, P., Pa. Punctul Pa» 

al muchiei CD va fi caracterizat printr-o egalitate simbolică Pa=BC+ 

+(1—2)D. Presupunind cunoscut scalarul $ vom exprima P=x'A+ 

4 y'B+z'Pa (unde x'+y'+z'=1). Înlocuind expresia lui Pa și cunos - 


cînd expresia enunțată a P i air x= x, y'=y, 2p=2, z'(1—p)= 
i E E T EA Dig sea Optic Die 
=u. Se deduce E = eci p= are Ș, Pa za + To 


Pentru punctele Pac, Paa, etc. vor fi valabile formule simbolic e 
.analoage. 


Evident, Pa nu va exista adică A Pa va fi dreaptă paralelă planulu, 
(BCD), atunci și numai atunti cind x=1; Pa va fi aruncat la infinit 
adica CD (ABP) dacă şi numai dacă y+-z=0, etc, 


II.4. Nom presupune că vîrful D este origine a vectorilor : 


DA=a, DB=b, DC=E Condiţiile ABLCD şi ACLBD devin c(b—aj= 


=0 şi b(c—a) =0. Scăzînd membru cu membru aceste egalităţi deducem 
a(b—c)=0 adica ADLBC, q.e.d. 


III.5. Va fi suficient să dovedim 1°=2°, implicația inversă deducîn - 
du-se prin simetrie. Considerăm punctul O de intersecție a perpendicu - 
larelor din A, B, C pe B'Ç', C'A’, A'B'şi fie 0' punctul comun p erpen- 


dicularelor din A',B' b pe BC, CA. Vom notă OA =â, 0B= b, 0C=c, 


O0'4'=a .0' B'=8,, O'C:=E "(Așa cum rezultă din aceste notații plănuim 

să reperăm punctele configurației „din două centre“ O şi O’; această 
situație mai puțin obișnuită se justifică prin aceea că în propoziţia 
1° interesează de fapt numai direcțiile laturilor triunghiului A'B'C”). 
„Ipotezele adoptate PET să deducem egalitățile : ab —c")=0, e= 
—a')=0, c(a'—b')=0, a'(b—0)=0, bi(e—a)=0: 

Vom folosi n evidentă : a(b —c' +52 EET C —b') = 
=a'(c—b) + b'(a — c) +e (b 3a şi, vom „deduce c'(b—a)=0, adică 
-O'C LAB, q.e.d. 

Spunind că triunghiurile ABC. şi: ÆR C' sînt ortologice este evident că trebuie 
-să convenim că ordinile virfurilor în cele două triunghiuri au fost puse în acord. 
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Prezentăm în continuare și o a doua soluție 
ce nu folosește vectorii. Fie D, E, F proiecţiile orto- 
gonale ale lui A”, B’, C'pe BC, CA, AB. Au loc evi- 
dent egalităţile : BD:—DC:=— 4'B*— A'C:; CE:— 
—EA?=B'C:—B'A*; AF: — FB: = C'42—C'Bs. 
Condiţia notată prin 2° este echivalentă în virtu- 
tea problemei 1.23 cu: A'B2— A'C? + B'C2 — 
— B'A? + C'A? — C'B? = 0. În această egalitate 
intervertirea triunghiurilor ABC cu A'B'C' este 
lipsită de efect, deci 1%<>2%. 

Vom reţine această condiţie (necesară și su- 
ficientă) pentru ca ABC şi A'B'C' să fie ortologice 
sub forma (*). 

(*) A'B?+ B'C2+C'A2= A'C2+ B'A42+C'B: 

III.6. Vom presupune că au loc afirmaţiile 1°, 2° şi vom dovedi 
32. Din motive de simetrie demonstraţia va fi încheiată. 

Pentru a folosi afirmaţia 1° să presupunem că 0 este intersecția 
perpendicularelor din A, B, c pe B' C, „C 4, A'B’. _Vom alege O ca 


origine a vectorilor și fie 0A =a, 0B= db, Ge, OA’ =a, OB'=Y. 

OC! =c'. Ipoteza 1° permite obţinerea următoarelor egalităţi : 

(1.1)  a(b'—c)=0; (1.2) b(c—a)=0; (1.3) c(a'—3")=0 
Exprimăm condiția 2°. Fie X punctul de concurență a per- 


pendicularelor din A, B, C pe C'A’, A'B’, B'C'. Notînd X0= dedu- 
cem : 


(2.1) (a4+-2) (c'—a")=0; (2.2) (b+ x) (a'—5)=0 
(2.3) (era) (b'—0)=0. 
Mai considerăm punctul Y de intersecţie a perpendicularelor din 


A pe A4'B' și din B pe B'C'. Notînd YO=3 obținem : 


(3.1) (a) (b'—a)=0; (3.2) (649) (0—d)=0. 
Folosina (1.1 , (2.1) şi (3.1)_obținem : 

y — a) =aa' La —ac'=a(a'—c cae”. —a'). Procedind analog 

din egalitățile (n.2) obținem y(07—b=x(a'—5). Adunind cele două 

“egalități obținute (nembru cu membru) obținem : 


DDP). 
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Folosind această egalitate, (1.3) 
şi _(2.3) obținem : (c+y) (a'—c')= 
=ca'—c0' + y(a' — c) = cb' — cc + 
+x —c'’)=(c+x) (b'—c)=0. 

Egalitatea obținută exprimă 
YCLB'C', deci şi perpendiculara 
din C pe B'C' trece prin Y, deci 
are loc 3°. 

Demonstrația sintetică a aces- 
tei chestiuni este chiar mai sim- 
plă dar cu condiția de a o aborda 
„într-un anumit fel! Conform for- 
mulei (°) din finalul soluției pro- 
blemei precedente condițiile 1,°2,°3° 
sînt echivalente respectiv cu: 


(1)  A'B?4+B'C?+4C'At= 


„= A4'C4+B'A4A2+C'B:; Fig. 88 
(2”) R B'B:4-C'C:+ A'A2=B'C24+C'A:+4+A4'B:: 
(39) C'C*+A'C3+-B'A*=C'C*4A'At+B'B?. 


Deci, fiecare din cele trei condiţii exprimă o egalitate între două 
expresii dintr-un set de trei. Evident, dacă au loc două din ele atunci 
are loc și a treia. i 


III.7. Considerăm un punct O arbitrar și fie 0A=4, 0B=5, 


OC. =ç, OD=d. Conform problemei III. 2 putem găsi numere reale 
unice x, y, z, astfel încît x+-y+z=l şi d=xa+ yb+ ze. 

Condiția ca paralelele prin B,.C, A la AD, BD, CD să fie concurente 
într-un punct E se poate exprima prin : există numere reale a, 6, y 
încît : | 

—— i aaa -— = — -> ACIDE 
BE=B(d—a), CE=v(d—b), AE=a(d—c). 

Notind 0E=7 obținem deci e=b+p(d—a)j=c+ y(d—b=a+ 
+a(d—c). Înlocuind daci d=xa+yb-+zc, în baza unicității exprimării 
lui e sub forma x'a+y'b+z'e (cu x'+y'+z'=1), obţinem : 

B.(x—1)= yx =l+a.-x 
5) 1+B:y =y(y—1)= ay 
| z = l+yz = a(z—l) 
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Discuția algebrică a compatibilității acestui sistem liniar de șase 
ecuații cu trei necunoscute (a ß, y) este suficient de lungă. Vom pre- 
fera să rezolvăm sistemul în cazul xyz#0 (ceea ce revine geometric 
la a presupune că D nu este pe laturile lui ABC), să evidențiem în 
acest caz condiţiile de compatibilitate și să verificăm apoi că aceste ` 
condiții se mențin și pentru xyz=0. Folosind cîte o egalitate de pe 
fiecare rînd deducem : 


mh 


y x—l x y—1 B_z— 


B s’y y a az 

Înmulțind aceste trei egalități obținem condiția de compati- 
bilitate xyz=(x—1) (y—1) (z—1). După desfacerea parantezelor, ți- 
nînd cont că x+y+z=1, condiția devine xy- xz+yz=0. 

În acest moment cunoaştem «, ß, y pibnă la un factor de propor- 
ționalitate. Scriind «=t(y—1) și y=ty, din. egalitatea y-x=1-+ax 
obținem /= L Obţinem soluția a= 2— , p= Z,y=Ž ce verifică 

x% x x z 
toate cele șase egalități din (S). | 

Presupunînd apoi x=0 sau y=0 sau z:=0 punem în evidență pe 
fiecare rînd din (S) cîte o egalitate imposibilă (0=1). 

Conchidem, deci, că 1° este echivalent cu 3°. 

Din motive de simetrie a condiției 3° în raport cu ordinea vir- 
furilor deducem și 2°=>3° încheind astfel demonstraţia. 


Observaţie. Fie x, FA 2 coordonatele normale ale punctului D. Avînd în vedere că 
expresiile coordonatelor baricentrice sînt date pînă la un factor de x=aă, J= =by, z=cz 
vom constata ușor echivalența condiției xy+xz+yz=0 cu abx y boy 7 +caz' a =0. 
Punctele D ce corespund soluţiilor acestei ecuaţii se plasează pe o elipsă circumscrisă 
triunghiului A BC. Dacă A BC este echilateral, vezi observaţia din soluţia problemei 1.9.d. 


III.8. Fie 0 un punct arbitrar și 0A = =a, 0B= b, 0C=c, OD=ă, 
DE= =e, OF= =f. u BD: DC=t obținem : 
b—ic — c—ta + a—tb 


d= ; 
I= 1—t 1—ż 


Centrul de greutate G' al Ja DEF este caracterizat prin : 


Fei! (++ = dica ada de cute 0 ial = Gabro. 


Te t) 
Evident G’ coincide cu enbi de greutate G al triunghiului ABC. 
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n a O OOE Ssstt 


a Reciproc: „Dacă D; E, F sînt situate pe laturile triunghiului 
ABC (eventual prelungite) atunci triunghiurile DEF şi ABC _au_ace- 


COD a x — ——— AT 


lași centru de greutate numai dacă BD: DC=CE : EA=A4AF : Fb" 
Iată demonstrația : | ia e: 
Ipoteza permite să scriem vectorii de poziție d, e, f, ai punctelor 


D, E, F sub forma =k b+ (1—k) c; =k + (1—ka) a, f=k;a+ 
+(1—k,) 6; k; fiind pentru început arbitrare. A doua parte a ipo- 


tezei, coincidența celor două centre de greutate, conduce la d+e+f= 
a547 sau (Ra— ka) a+ (ki — ko) O+ (Ra— ki) c=0. Se obţine imediat 
= Ra = Ra Interpretind k, drept rapoarte se obține imediat con- 
cluzia enunțată. 

I.9. a) „Bara“ BC de lungime a are o greutate ka ce se poate 
considera aplicată în mijlocul ei D. Analog | 
celelalte laturi CA şi AB au ca rezultate 
greutăți kb şi kc acționînd în mijloacele 
E, F. Deducem că centrul de greutate al 
conturului ABC este centrul punctelor D, 
E, F considerate cu ponderi a, b, c. Punctul 
D' în care acționează rezultanta „forţelor 
F şi E“ împarte evident EF astfel încît 
FD: DE=c:b. Este însă ușor de consta- 
tat că are loc și DF : DE=c:b: conform B 
reciprocei teoremei bisectoarei, DD’ este 


bisectoarea unghiului FDE. ` 
Din motive de simetrie centrul de grcutate al conturului se va 
situa şi pe celelalte bisectoare ale tnunghiului DEF deci va coincide 
cu centrul J’ al cercului înscris în triunghiul DEF. Acest punct mai 
este, cunoscut și sub denumirea „punctul lui 
Spiecher al triunghiului ABC“. 

' b) Se obișnuiește a închipui placa ABC 
secționată în „fire“ paralele cu O latură, de 
exemplu BC. Centrul de greutate al „firului XY“ 

- este evident mijlocul său Z, aflat pe mediana 
AD. Putem astfel să înlocuim în raționament, 
placa ABC“ prin „firul AD“... Deși acest fir 
nu mai este omogen (densitatea materialului 
crescînd uniform de la A spre D) centrul său 
de greutate se plasează întrun punct G 

al segmentufui. AD. Refăcînd considetaţiile pentru AB sau AC în 
loc de BC găsim că G este şi pe celelalte mediane, deci este ceea ce 


D 
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în mod obișnuit numim „centru de greutate al triunghiului A BC“ adică 
punctul de concurență al medianelor sale. 

Evident G este și intersecția medianelor triunghiului DEF. Poate 
avea loc G=/' dacă și numai dacă fiecare din medianele lui DEF este 
și bisectoare, deci dacă DEF este echilateral. Evident, aceasta revine 
la faptul că ABC este echilateral. 


Observaţii. 1° Triunghiul DEF este omotetic cu ABC, centru de omotetie fiind G, 
centrul de greutate al triunghiului A BC. În această omotetie centrele I și I' ale cercurilor 


- 1 — 
înscrise se corespund. Putem deci caracteriza] I (prin GI = — >} GI. 


plasate în virfuri sau centrul de greutate a unei plăci de grosime neglijabilă, omogenă de 
Jorma triunghiului dat. Prima formulare este avantajoasă din Punct de vedere geometric, 
ultima din punct de vedere fizic. 


3* Nu vom confunda deci în general centrul de greutate al unei plăci cu cel al conturului 
- ei nici cînd e vorba de figuri asa simpl. ca un triunghi. 


1110. a) Evident G, este punctul numit de obicei centrul de 
greutate al tetraedrului, G= 2 (Arta s+4,). 


. i . —— E 
b) Vom considera un punct arbitrar Q şi vom nota OA,=r, 
Mai notăm prin ay lungimea muchiei A,4,. Dacă Bu este mijlocul 


muchiei 4,4; are loc evident OBy= (04,04) (r+ 7,). 


Putem considera greutatea fiecărei muchii A,4, drept un punct 
material greu de masă a, plasat în Bı. Rezultă următoarea caracte- 
rizare vectorială a centrului de greutate G, : 


— -> 1 Z ele 
(F, au) 0G.= F ay0By= 5 D tulit r) 
îaj faj faj 
Notînd acum prin a, suma lungimilor celor trei muchii ce pornesc 
din A, formula de mai sus capătă aspectul mai simplu : 
- mud =- — = — 
(za at asta) OG, arta fat azs+ai, 


c) Să notăm prin C, centrul de greutate al feței opuse virfului 
A+ (considerată ca placă) şi prin s; aria ei. G, apare ca o medie ponde- 
rată a punctelor C,, ponderile fiind s,. Deducem 


() (Sa+Sa+-ss+s,) OG D, Sı : (rars +7.) 
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Notăm prin S aria totală a tetraedrului ; S,.=S—s, va reprezenta 
pentru orice ï o arie laterală, baza fiind opusă virfului A.. Formula ` 
precedentă devine : 


(Su +SS +S.) OGS H Sa Ste, 


Ultima formulă este mai avantajoasă din punct de vedere ana- 
litic, dar precedenta, (*), permite mai uşor o interpretare geometrică. 
-— , 


Vom considera în acest scop ce=00 = pI 7, 
- vectorii de poziție ai centrelor de greutate a 
feţelor. Aria feţei CaC.Cu este evident = din aria 
triunghiului 44544 complementar al feței 
A,A,A, (vezi figura) și deci este. din aria s ` 


: Notînd deci prin î, aria feței opusă vârfului Ci 
în tetraedrul C,C.CsC, are loc s= 9t. Formula (*) 
devine | 


(t, HtaHtat ta) OGatica-Ftata-FbsCa-t-baca 


Ne îndreptăm acum atenția asupra tetraedrului C,C:C;C.. Fie 

D, punctul în care C.G, înțeapă planul CCCa. Notînd cu h, și dı 
distanțele de la C, şi Ga la planul C:C,C, constatăm printr-o simplă 
asemănare d, : hi =GaD. : CD. Folosind pro- 


blema III.3 și înlocuind h, = (unde W 


este volumul tetraedrului C,C,C C ı (deducem 


uşor dı = 33W h =, deS 


h hpt 25! 
este suprafața totală a tetraedrului C,CaCsCu. 
Din motive de simetrie deducem că are loc 
d, =d,=d;=d,, adica G, este egal depărtat de 
fețele tetraedrului C,CCaC,, adică este centrul 
sferei înscrise în tetraedrul CCC.. 


, d) Concepem acum tetraedrul secționat în plăci paralele feței 
AsAsAu. Cînd numărul secțiunilor crește fiecare strat X XX, apare 
ca o placă triunghiulară omogenă de grosime neglij abilă. Centrul ei 
de greutate X se plasează pe dreapta AC, (am convenit mai sus să 
notăm prin C, centrul de greutate al triunghiului 4,4s4.). Într-adevăr, 


Fig. 92 
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triunghiurile X,X,X, și AAA, sînt omotetice de centru A, iar 
punctele X și C, sînt omoloage. Deducem că punctul G, se situează 
pe mediana A,C, a tetraedrului. Analog G, AC, pentru i=2, 3, sau 
4. Rezultă G,=G,. 


Observaţii. Este posibil ca pentru anumite tetraedre particulare 4,4 2434; să apară 
anumite coincidenţe între punctele Gy Gi Ga. Evident astfel de coincidențe vor avea 
loc atunci și numai atunci cînd aceste puncte vor avea aceleași coordonate Möbius 
în tetraedru. | , ; l 

De exemplu, Gy=G, are loc dacă şi numai dacă 1343 =a3=a, adică : ai tay = 
Cast Qa4= luy Haa l 

Această dublă condiție, exprimă egalitatea sumelor de lungimi de muchii opuse 
şi caracterizează acele tetraedre AsAs 43, în care se poate înscrie o sferă tangentă celor 
şase muchii A,4, (1347) (tetraedre circumscriptibile). 

Coincidența Gy=Ga are loc dacă şi numai dacă, S1= Ss=Ss=S,, adica S1 = S3 = Sg = Sy 
adică A 142434, este tetraedru echifacial. Condiția se mai poate exprima prin următoarele 
trei egalități de muchii opuse : Aa Sa ; C13=0as i 14 =a. Desigur că va avea loc G)= 
=G1=Ga dacă şi numai dacă A142434, este tetraedru regulat, 

-Condiția G.=G, are o semnificație geometrică mai greu de exprimat. 

Atenţie deci în ce fel gindim materializat un. tetraedru cînd vorbim de centrul 
său de greutate! 


III.11. Vectorul z=ax (b Xc) trebuie să fie perpendicular pe 
vectorul bxc. Deoarece bxc este perpendicular pe & şi 7 rezultă că 
este perpendicular pe pianul z determinat de & și c și prin urmare 4 
se găsește în acest plan z, adica există scalari $. q încît u=pb-++ge (Aici 
s-a exclus din considerație cazul cînd 5, car fi coliniari adică ar exista 


un scalar m încît b=mc ; în acest caz formula enunțată este evident 
valabilă. ambii membri fiind nuli). 

Folosim în continuare faptul că 2 este în mod necesar perpen- 
dicular pe a. Deducem a-u=p(a-d)+g(a:c0)=0. Din ultima egali- 
tate tragem concluzia că există un scalar 7 încât p=r(a- c) şi 9= —r(2.5). 
Formula dedusă mai sus devine: ` 


() u=r[a c) b—(a i) z) 


astfel încît este necesar doar să mai determinăm scalarul 7 (ce poate încă 


depinde de vectorii a, b c). 
Se constată însă ușor că înlocuind vectorul 7 prin c'=c+sb (unde 
s este un scalar arbitrar) nici una din expresiile 
ax(bxc) şi (z-z) b— (a-b) c 
nu este afectată, prin urmare nici scalarul ș, 
Putem alege scalarul s astfel încît c'=c+sb să. fie perpendicular 
pe b; aceasta revine la 5 ‘+s :b2=0 şi evident 5:40. Am redus astfel 
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problema la cazul ei particular cînd ar avea loc b-c=0. Înlocuim 
acum c prin ż -c (4 fiind un nou scalar dar de această dată nenul) ; ambe- 
le expresii: ax(bxc) -şi (a:0)b—(a -b) c se amplifică prin £, deci 
scalarul 7 nu este afectat. Putem deci să mai facem o particularizare 
ʻa enunţului, considerînd acum că c este versor perpendicular pe b. ` 

Să constatăm apoi w c=[4x(bxc)]c=(a, xc, cj=(bxc, c, a) = 
= [(B xc) xc)]- a. (S-a folosit definiția produsului mixt și proprietatea 
sa de a nu fi afectat de o permutare ciclică a „factorilor“.). Înlocuind 
u cu formula (*) reținem : 


(6x72) xc] -z=r1(a-5 -6-0—(a-3) c°]. 
Paranteza dreaptă. din membrul secund se calculează ușor în con- 
diţiile ce ni le-am creat ; are loc b:c=0 și c?=1, deci egalitatea pre- 
© cedentă devine : 


C) „Ex xda=—ra:d) 

La prima vedere, ajungînd la această nouă formulă nu ne-am 
apropiat de explicitarea lui 7 deoarece avem încă de calculat un 
dublu produs vectorial. Numai că dublul produs vectorial ce a rămas 
de calculat se calculează extrem de simplu în condiţiile ce au fost 
create (c versor perpendicular pe d). Fie y planul perpendicular pe 
c, plan în care putem presupune că s-a plasat b. Vectoriul bxc se va 
plasa în același plan și se obține din b prin | 
rotirea acestuia ca un unghi de 90° în planul y 
într-un sens ce este precizat de poziţia verso- 
rului c (în figura 99 s-a presupus că c este. „în 
spatele foii“). Evident, bxc este și el perpendicu- 
lar pe ç, deci (b xT) xc se obține din bxc printr-o 
rotație în același sens de unghi 90°. Deci de la b | 
la (bxc) xc trebuie făcută în planul y o rotaţie de unghi 180°, operaţie 
ce are ca rezultat doar scmmbarea sensului: (bxc)xc=—b. 

Cu calculul astfel efectuat revenind în formula (?) deducem 
imediat #=1-; putem acum conchide că, pentru orice dublu produs 
vectorial, orientarea spațiului ambiant este indiferentă. 


>” (bac)xă 
Cc 


b 


Fig. 93 


111.12. Este vorba de aplicații simple ale formulei lui Gibbs din 
problema precedentă. 
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Egalitatea ax (bxc)=(axd)xe este evident echivalentă czu: 
(a -c) 5—(a:8) c= —[(50) a—(a0) b], adica (bc) a= (ab) c. 

Această egalitate poate avea loc numai în următoarele două situații 
„(ce nu se exclud reciproc) : 

1° vectorii a şi c sînt coliniari ; 2 

2° vectorul b este perpendicular și pe a și pe c. 

Pentru cea de a doua afirmaţie din enunț, pornind de la formula 
menționată a lui Gibbs, prin permutări ciclice obținem : i 


2X (bxc)= (a:c)b—(a:d)c: 
bx(cxa)=-(B-ca +(B-a)c: 
cx(axb)=. (cÜ a—(c-a) b. 


Adunînd crie Irei egalități și folosind proprietatea bine cunoscută 
a simetriei y.ro lusului scalar se obține egalitatea dorită. 


IMT.13. &) An ioc egalitățile : (ax) : (ċxdj=(4, b, cx dj=(bcx 
xd, a)= [bx (e x2)]-a=((B - d) c—(b- c) 2] a=- 3 (a-ġ—(È- c) (2-2) 
deduse succe:iv din : definiția produsului mixt, invarianta produsului 
mixt la permutări ciclice, definiția produsului mixt, formula lui 
Gibbs, distributivitatea produsului scalar. Din ultima expresie obți- 
nută se obține imediat forma de determinant propusă în enunț pentru 
a ușura memorarea (în determinant se completează cîte un a pe prima 
linie, și b pe a doua urmînd apoi să se scrie c, d pe coloane, fiecare 
element a determinantului fiind un produs scalar, deci un număr 
real). - 

D Pentru a obține cel de al doilea determinant se aplică formula 
lui Gibbs considerînd axb ca un vector neexplicitat. Se observă apoi 
(axb) x(cxd)=—(cx4)x(ax5), proprietate binecunoscută a anti- 
comutativității produsului vectorial. EPEN . 

c) Să notăm provizoriu axb=u, cxd=v. Obținem : 


(axb, cx d, ex f) = (u, 7,ex f) = (0, ex f, u) = [vx (ėx f)] u = 
=[(0 -e0 -A u=0:) e-m- F- u= l | 


la dorită se obține înlocuind în ultima expresie u și v. 


v. f 


N.14. a) Folosind formula de la punctul e) a problemei prece- 
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PRR nd n n 


Elementele diagonalei principale sînt evident egale cu i iar cele 
s 


de pe diagonala secundară sînt nule (vectorii ce intervin în _ pro- 


dusele mixte respective fiind coplanari). Rezultă (a*, b, c) = 
=s#0 şi prin urmare vectorii din S* sînt necoplanari.. | 
b) Dacă s* este scalarul ce satisface s*(a", b', c*)=1 conform 


"<alculelor de la punctul precedent are loc s:s'=i, deci s* apă, Vom 
s 

avea deci : a**=s*(b* xc). Folosim apoi formula b) din problema pre- - 

cedentă și deducem : 


— 


a d mais 
(ca a) (c, a, b) 
Prin permutări ciclice rezultă încă două egalități analoage. 


Egalitatea simbolică aici dovedită justifică utilizarea termenului 
reciproc din denumirea dată lui S". 

Este util să remarcăm (în baza unor calcule ușoare) valabilitatea 
următoarelor egalităţi : 


a" = z [(c x a) x (a xb)]=s 


lea a b=0;  a:C=0; 
(R) p.a=0; b-b=1; beč=0; 
| T-a=0;  cb=0;  cczl. 


Caracterul simetric al setului acestor nouă egalități asigură reci- 
procitatea „poziţiei“ sistemelor S şi S*. Să mai observăm că fiecare 
din cele trei coloane de egalități caracterizează vectorii din S* iar 
fiecare linie caracterizează vectorii din S. Folosind aceste relaţii, 
(R), se obțin uşor demonstraţii ale afirmațiilor de la a) şi b). 

c) Reluăm formula de la punctul b) al problemei precedente, 
înlocuim d prin 7, și ”xplicităm egalitatea celor doi determinanți. 
Obţinem : | 


(4, 5, di=(6,c, a+, a, vjb+ (a, b, vc 


88 : GEOMETEIE CIRCUMSTANȚIALA 


Amplificînd această egalitate cu scalarul nenul s obținem prima 
din cele două egalități enunțate. 

Pentru a obține cea de a doua egalitate se intervertesc rolurile 
sistemelor S şi S*. . m 

c) Vom „amplifica scalar“. egalitatea dată prin a (înțelegem 
că toate produsele de vectori ce se vor efectua sînt produse scalare). 
Folosind prima linie de reaţii (R) deducem : 


(1) | x'=xa a+ ya: bta T. 
Prin permutări ciclice mai obținem : 

(2) = s*=xb-a+-yb-b4zb -7 și 
(3) z ac a4 yt bac 7, 


Evident, am putea acum considera (1), (2), (3) drept sistem 
liniar în necunoscutele x, Y, z și să răspundem la a doua întrebare 
rezolvînd acest sistem. Pentru moment însă nu Știm dacă determinan- 
tul : 


Qf 
Al 
8! 
o 
gil 
a)l 


D = 


Sl 
RI 
o| 
©] 
ol 
olf 


ca cb cc. 


este sau nu nenul așa că vom prefera altă cale. 
Inversînd rolurile sistemelor de vectori S și S" în locul egalită- 
ților (1), (2), (3) de mai sus obținem : 


(17) =r aa y i za 2 
(25 PE E 
(3) try aa 


Egalităţile deduse vor constitui răspunsul la întrebarea pusă 
după ce vom explicita produsele scalare din membrii secunzi . F olosind 
definițiile vectorilor reciproci și formula de la punctul a) a problemei 
precedente obținem ușor : 


~j 
ol 
al 
al 
o 
Sl 


a” -a = s? 


“| 

œl 

œj 

ol 

ti Na 
< 


Sl 
œl 
al 
o! 
9| 
cy] 


“a Ta b-a l 
3 a e =s] 
c'a 
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c-a c'b ara a'b 


ol 
| 


C-c 


b .P'=s? ' b cms? 


a'c a&'a 


ara a'b 


bea b-b 

e) În cadrul acestei probleme calea cea mai simplă de deducere a 
formulei enunțate constă probabil în reexaminarea calculelor de la 
punctul precedent. Am putea folosi notațiile : 


ot fas fa = [da ad ar 
Fatale Telai ait eae 
2! . 2 l ca cb cc 


În aceste notații sistemul liniar (1), (2), (3) s-ar exprima V'=A V. 
Deoarece ştim că pentru. orice vector există coordonate unice: 
(x, y, 2) în sistemul S şi (x", y`, 2") în sistemul S* deducem că matricea 
A este nesingulară și prin ‘urmare V"=A-:-V. Calculele făcute permit 
explicitarea matricii A-!; considerăm sugestivă în acest sens egali- 
tatea A-1=A*. Dar în calculul elementelor a" +a*, ... etc. ale matricii 
A au apărut ca factori tocmai complemenţii algebrici corespunzători 
şi s? ce se impune deci-a fi egal cu D-1. Deducem : 


D=s-2=[s(a, 3,0): (a, b, c:=(a, b, ch, q.e.d. 
Extrasă din contextul acestei probleme formula propusă la acest 
punct ar beneficia de o altă scluție ce o vom expune acum. 
Considerăm un sistem i, j, k de versori ortogonali. Vom presupune : 
a=ai-t ast ask, b=b:14-b:]+bak, Ce -FCaj-tesk și vom deduce , 


2a e Aa Az da 
(a, b, c)= bı ba bs 
3 i Cı Ca Ca 


Înmulțim această relație cu ea însăşi, înmulțirea determinanților făcând-o 
„linii cu linii“. Obfinem : . l : 
ft e Aaa tr dat 343 abı Haba + abs AiCi ala 303 
(a, b, c)? =| ba, +b:4: bas bibi +baba tH baba — Bacu FOC: +bacs 
Cada HCl: F Cada Cybi Fcaba Caba Cala F CaCa FH CaCa 
Expresiile elementelor din determinant sînt evident egale cu produsele 


scalare ce constituie elemente în determinantul D astfel încît formula 
cerută s-a obtinut şi pe această cale. 
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În final să nctčm că determinanlul D ce a interventii în această 
formulă se bucură de multe DBroprietăţi remarcabile ; este cunoscut sub 
denumirea de determinant Gramm-Schmidt. 

f) Formula propusă este consecință imediată a relațiilor (R) 

g) Fie na, ne r. plancele determinante (pînă la o translație) 
de următoarele cupluii de vectori (b, c), (c, a), (a, 5). Vectorii 
a”, b, č sînt evident normali la aceste plane. Unghiul plan «æ cores- 
punzător diedrului format de plancle m, z, este evident comple- 
mentarul unghiului dintre b* şi c*. Rezultă: 


sin «=cos (b*, cî)= = 1 
Je jele] 


Folosind calculele de la punctul d) obținem : 


| (a-b) (a c)—a2(5-c) cos (a, b) cos (a, c)—cos (5, c) 
SIN X = == = == EDD 2 a a 0 E E 
Va (ac: Vad (a.b): sin (a, €) sin (a, b) 


_IIL.15. a) Evident, volumul V al tetraedrului este o șesime din 


volumul paralelipipedului de muchii A,A, AA, AA.. Prin ridi- 
care la pătrat, folosind formula dedusă la punctul e) al problemei 
precedente obținem : 


—— cc — 


A4: A,A y EY: PE AA; A Aa Aå, 
36V2=(4,4a, Ada, A4.) = AsAs: Ad. Ara" 4,4, 4,4, $ Aå, 
AA, E A,A: AA, Š Ad, 4.4, p AA, 

Pentru elementele de pe diagonala principală a determinan- 


—- 
tului vom înlocui (4,4,)2=—a3,. Pentru celelalte elemente ale deter- 
minantului vom obține cu ajutorul teoremei consinusului : 


AA AA Sasa ay COS A,A, A= (a3;-+a2—aș). Obţinem, deci : 


2 
2 2 2 2 2 2 2 
2019 aiz tai — az} ahta 14 aa 
72e — 2 2 2 2 ` 2 2 2 


2 2 2 a 2 2 2 
ai +a —aâz Aia + ais — 02 2af, 
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Există mai multe moduri de prezentare a acestui determinant 
dar nu ne preocupăm aici de obținerea de formule algebrice echivalente. 

Pentru a sublinia caracterul simetric al formulei obținute propunem 
următoarele notații referitoare la perechi de muchii opuse , 


2 ate e 2 2e- 2 0 că 

at al=S 5 ais taa Sa; a? tH az= Sa ; 
2 2 h. 2, a2 hoe , EEE E 

aĝ, az= Pi 013 * Aus Pes ao: a= Ps 


Pentru triplete de muchii coplanare vom nota : 
A (Bz)? ; (arsar u) =g: ; (arā rlz) =q3 ; (1202323) qa 
Considerăm şi următoarele expresii simetrice : 


s= 2 (ssatsa); p= -(fı+b:+2:); 7= 2 (pisipas bata) și 


I 
2 


q => = (at gaste): 

După calcule algebrice destul de lungi dar lipsite de dificultăți 
principiale obținem următoarea. formulă pentru volumul V al tetraedru- 
lui de muchii ay (cu.{i, j} C {1, 2, 3, 4)): 


36V2=s:p—r—g. | 


b) Condiţia necesară şi suficientă ca punctele A,, Áz As şi 
A, să fie coplanare este dată evident de V=0; modalitățile de 
calcul indicate la punctul precedent permit explicitări ale acestei 
condiţii. Considerăm util să facem aici alte convenţii de notare pentru 
a da altă formă identităţii referitoare la distanţele mutuale a patru 
puncte coplanare. Fie aă=a, az=b, au=c, a =d, Mo=ă ŞI Qu=y. 
Condiţia 288 -V2=0 devine după calcule algebrice ușor de direcționat : 


Li 


ÎN E E PNR NO a N E ta a SED Rat 
xy(x+ y—a—b—c—d)+x(a—d) (b—c) +y(a—b) (d—c)+ 
+(a—b+c—d)(ac—bd)=0. 


Observații. Chiar beneficiind de notațiile avantajoase de mai sus condiția are un 
aspect greoi ce pune în evidență prin contrast simplitatea formulei lu: Stewart (problema 
I.1.a) cînd apare suplimentar o condiţie de coliniaritate a trei puncte. Alte cazuri parti- 
culare (puncte A, conciclice) vor fi deduse prin teoremele lui Ptolomeu (problema IV.27). 

Ca aspect calitativ remarcăm că indicînd prin a, b, c, d lungimile laturilor unui 
patrulater, diagonalele yx şi y y nu sînt determinate ; chiar precizind una din cle mai pot 
apare pentru cealaltă două valori. 
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PE N 
11.16. a și b) Are loc evident BC: BOC=2zR: 2x: 
deoarece am notat lungimea arcului BC prin a, obți- 


nem +BOC= Analog *COA LA și + A0B=< 
R R R 


Acum cele două formule din enunț sînt evidente 
—— -= 
în baza faptului că mărimile vectorilor OA și OB 


Fig. 94 


sînt egale cu R. 
c și d) Vectorii b'=0Cx0A şi ci=04 x0B sînt 
evident normali planelor (OAC) și (OAB). Rezultă egalităţile : 
0 28 
| Mar 
Pentru explicitarca numărătorilor vom folosi formulele din problema 


III.13 a) şi b): 


PP NE ME a ari și sin A = 
o]: |c'] 


5 -27=(0Cx04) - (04 x0B) = e ti aa lia 
OA -OA OA-OB 
b c 5 a i 
= (r cos — (r cos — | — re(n cos — | = — Ri |cos — —Cos —cos— 
O R R | R R h 


aaa CĂ 6, 05, 0604: 
(OC, OA, OB) (OA, OA, OB) | 


[Exc] = | (0A, OB, OC) I- R. 


b'x ge 


Mărimea numitorilor a fost exprimată prin b). Se obține 


a b c | 

cos m T cos — F P: a 

cos A= și sin A= (04, OB, OC) 
. ; d... € 

sin — sin — R? sin — sin — 

R R R 


Formulele din enunț sc deduc acum prin prelucrări algebrice 


evidente. 


SAF. IN 


TRANSFORMĂRI GEOMETRICE 
S1. ENUNȚURI 


IV.1. Fie x mulțimea punctelor unui plan. O aplicație ż : n°>nr 
este definită în modul următor : 


— dacă A, B, C sînt coliniare, punctul D =ż(4, B, C) este indi- 
vidualizat prin proprietatea că 4 ECD este paralelogram ; 


— dacă A, B, C sînt coliniare dar A#C, punctul D=t(4, B, C) 
este unic determinat prin condițiile (ecou adi toni !) Com BA, 
AD=BC. 


— dacă A=C, atunci Ava fi mijlocul Šegmentului AD unde 
D=t(A, B,C). 

a) Să se demonstreze că operaţia ternară '/- satisface : următoarea 
condiție de comutativitate : (4, B,C)=(C, B; A). © " 

b) Să se demonstreze egalitățile z(4, 4, B)=b=t(B, A, A). 

c) Să se arate că operaţia ternară + satisface următoarea regulă 
de: asceilivitate ternară : 

. t(t{A, B,.C), D, E)=t(A, 48, C, D), E)= (A, B. (C; D, E)). 

d) Să se arate că pentru orice puncte A, B din m, aplicaţia 4: 

„xoz'definită i prin Iu(ă)=tA, B; xX) este o`-bijecție (numită translație 


de vector BA). 
e) Fie X’, Y’ imaginile prin 12 ale „punctelor X,- Y ; să se arate 
că segmentele XY şi X'Y' au, Fan mărime, direcție, sens. 


f) Să se arate că aplicațiile 12 și 78 coincid dacă și numai dacă are 
loc 1E(D)=C. 
g) Să se pună în evidență ura to dia regulă de compunere: 
7; . jD=—42 


=li 
unde E=t(4, B, C) şi F=t(B, C, D). 


h) Să se constate că mulțimea translațiilor 74 ale unui plan 7 
formează grup în raport cu operația de ccmpunere de aplicații. 
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i) Să se arate că pentru orice punct A din v, aplicația S4: rr 
definită prin S„(ă)=t(4, X, A) este o bijecţie (numită simetrie de 
centru A). 

j) Fie U=Sa(4); să se arate că are loc: Sao Su=if. 

IV.2. Vom folosi notaţiile din problema precedentă, cărora le 
vom mai. adăuga următoarea convenție: dacă f:n-r şi M este o 
submulțime a lui x atunci vom nota prin f(//) mulțimea imaginilor 
prin f ale elementelor X din Æ. 

a) Fiind dată o dreaptă d să se arate că 72(4) este o dreaptă para- 
lelă (eventual confundată) cu d. 

b) Fiind dat un cerc @ de centru O şi rază R să se arate că 72(0) 
este un cerc ©’ de centru 0'=/2(0) şi de rază R. 

c) Să se construiască X pe d și Y pe 6 încît ABXY să fie para- 
lelogram. 

IV.3. Fie un punct O al unui plan ~ și un unghi orientat «æ. Se 
consideră transformarea R :x—x se asociază unui punct X arbitrar 
punctul X'=R(Ă) ce satisface: OX'’=0X şi xĂO0Ă'=—a. (Se subîn- 
țelege că R(0)=0; atunci cînd nu vor fi posibile confuzii vom prefera 
să notăm A” în loc de R(A) ; transformarea. R astfel definită se numește 
rotație de centru O și unghi orientat « a planului r). 


a) Demonstraţi că transformarea R conservă distanța, adică A’ B'= 
= A B, oricare ar fi punctele A, B. 


b) Demonstrați că R conservă unghiurile și orientarea lor, adică 
“pentru orice puncte A, B, C are loc +B'A'C'= + BAC. 


c) Demonstrați că R transformă punctele unei drepte d în puncte 
ale unei drepte d’. Este posibil să aibă loc d'=d ? | 


d) Constataţi că R transformă punctele unui cerc @ în puncte ale 
unui cerc Q'. 

IV. 4. Arătaţi că mulțimea R, a relaţiilor de centru O formează 
„grup în raport cu operaţia de compunere. 


` IV.5. Arătaţi că pentru fiecare dreaptă d există o. transformare 

bijectivă a planului în el însuși ce conservă toate punctele dreptei d 
şi asociază unui punct X nesituat pe d un punct X’ astfel încît d să 
fie mediatoarea segmentului XX’. (O astfel de transformare S se nu- 
meşte simetrie față de dreapta d) Analizaţi care dintre proprietăţile 
rotațiilor enunțate în problema IV. 3 sînt valabile și pentru simetrii 
față de drepte. 

IV.6. Fie S, și S, simetrii ale unui plan x în raport cu drepte 
d 1 și da. 

a) În ipoteza că dreptele d, și d, sînt paralele să se arate că S,oS, 
este o translație. 
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b) În ipoteza că dreptele d, şi d, sînt secante într-un punct O 
să se arate că SoS, este o rotaţie de centru O. 

c) Reciproc, să se arate că orice translație T sau orice rotație R 
a planului x se poate prezenta (într-o infinitate de moduri) drept o 
compunere de două simetrii față de drepte ale acelui plan. 

IV.7. Fie o translație T și o rotaţie R ale unui plan ~. Se cere 
să se constate că ToR și RoT sînt rotații și să se analizeze dacă este 
sau nu posibil ca aceste rotații să coincidă. 

IV.8. Fie o translație T și o rotaţie R ale unui plan. Să se deter- 
mine rotații R' și R” încît RoT=ToR' şi ToR=R"oT. 

IV.9. Găsiţi excepţiile în care propoziţia „compunerea a două 
rotații ale planului este o rotație“ își pierde valabilitatea. Determinați 
apoi cel mai restrîns grup de transformări ale planului ce conţine 
toate rotațiile. | | 

IV.10. Fie R, şi R: rotații ale unui plan ; precizaţi în ce condiţiii 
are loc egalitatea R oR:= ReoR.. l 

IV.11. Fie T o izometrie a spațiului tridimensional, adică a trans- 
formare ce conservă distanțele între puncte. Demonstrați valabilitatea 
urmätoarelor propoziții. 

a) T este injectivă. 

b) T aplică un segment pe un alt segment. 

c) Punctele unei semidrepte sînt conduse prin T în punctele unei 
alte semidrepte. È . 

d) Imaginile prin T ale punctelor unei drepte alcătuiesc o dreaptă. 

e) T conservă unghiurile. | 

f) T conduce punctele interioare unui anumit unghi în puncte 
interioare unui alt unghi. | 

g) Punctele unui semiplan au imaginile într-un semiplan. 

h) Pentru orice plan ~ există un plan ~x astfel încît din X ex să 
. rezulte T(X) Ex’. Pas 

i) Punctele unei sfere $ (unei calote K, unui cerc 8, unui arc de 
cerc A) sînt aplicate de T în puncte ale unei sfere $’ (calote K’, cerc 
€’, arc de cerc œ’). ; 

j) Fie A, B, C, D puncte necoplanare și A’, B’, C', D’ imaginile 
lor prin T ; aceste opt puncte determină transformarea T. 

k) T este transformare bijectivă. - 

IV.12. Demonstrați că o izometrie T a unui plan = (adică o trans- 
formare T : xx ce conservă distanțele între puncte) este rezultatul 
compunerii a cel mult trei simetrii față de drepte din z 
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IV.13. Se consideră un punct O al unui plan m și un număr rea 
h diferit de zero. Se numește omoteiie de centru O şi raport h a lui 
m transformare H : n>r ce conduce un punct X în punctul X'=H(X) 


<- 
caracterizat prin OX'=h}-0X (se deduce de aici și H(0)=0.). 
a) Ccrstataţi că H este transformare bijectivă. 
b) Din H(4)=4A' și H(B)=B' deduceţi 4'B'=H:AB. 
c) Constataţi că H conservă unghiurile. | 
.. d) -Precizaţi mulțimea imaginilor H(X) atunci cînd X parcurge 
o dreaptă d sau un cerc 8. . > | i | 
1V.14. Demonstraţi că mulțimea omotcetiilor.de centru O ale unui 
plan formează grup în raport cu operaţia de compunere. a funcțiilor. 
IV.15. Fie o translație T și o omotetie H ca transformări ale unui 
plan m (sau a spaţiului tridimensional). Se cere să se demonstreze că: 
ToH şi HoT sînt cmotetii ale planului 7 (sau a spațiului tridimensional) 
și că centrele acestor omotetii determină o dreaptă ce trece prin cen- 
trul O al omotetiei H, | ij 
IV.16. Fie o translație T și o:omotetie H ; să se determine o trans- 
ormare T’ încît ToH=HoT'. l a 
IV.17. Fie H, și H, omotetii ale aceluași plan x (sau ale spațiului 
tridimensional). Să se arate că H, oH, este omotetie sau translație. 
IV.18. Fie H o omotetie de centru O și raport k, R o rotație de 
centru O şi unghi «. Transformarea S=HoR se numește similitudine, 
de centru O, raport k și unghi a. Să se arate că are loc S= Rol şi să se 
constate apoi că mulțimea similitudinilor (unui plan dat) avînd același 
centru O se organizează ca grup în raport cu operația de compunere. 
IV.19. Se dă o similitudine S a planului presupusă distinctă de 
transformarea identică. | | = | 
a) Arătaţi că există. un singur punct X încît S(X)=X. 
b) Demonstraţi că mulțimea’ punctelor unui segment AB (semi- 
reaptă Ax, dreaptă xy) este condusă prin S în mulțimea punctelor 
unui segment A'B’ (semidreaptă A'x', dreaptă x'y'); unghiul format 
de dreptele orientate xy și x'y' este egal cu unghiul similitudinii. 
c) S conduce punctele unui (arc de) cerc în puncte ale unui (arc 
de). cerc. | | a 
d) Demonstraţi că o similitudine S este complet determinată de 
cunoașterea a două puncte A, B și a imaginilor lor prin S, anume 
A'=S(4) şi B'=S(B.. | i Sa 
IV.20. Demonstraţi că mulțimea similitudinilor unui plan nu for- 
mează grup în raport cu operația de compunere dar că împreună cu: 
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translațiile acelui plan alcătuiesc mulțimea subiacentă a unui grup 
(ce se numește grupul asemănărilor planului). 

| IV.21. Fie două cercuri € și 0'; se cere locul geometric al punctelor 
O ce constituie centre ale unor similitudini ce transformă unul din 
cele două cercuri în celălalt. 

IV.22. Fie un plan x, o unitate + de măsură a lungimilor, un 
punct O situat în planul = și un număr real nenul p. Se numește inver- 
siune de centru O și putere p o transformare I a mulțimii zN {0} în ea 
însăși astfel încît pentru orice punct A diferit de O punctul A4A'=I(A4) 
este caracterizat prin apartenența la dreapta OA și prin egalitatea 
OA-0 A'=—p-u:. (Se subiînțelege că lungimile OA și OA” sînt exprimate 
în raport cu unitatea de măsură 4; are loc A—0—A' dacă și numai 
dacă p <0). 

a) Constataţi că 7 este transformare bijectivă. 

b) Determinaţi locul geometric al punctelor X ce sînt lăsate pe 
loc de I, adică satisfac Z(X)=X. 

c) Fie un triunghi OAB și A'=I(4); demonstrați că are loc 
B'=I(B) dacă și numai dacă triunghiurile OA B și OB'A' sînt asemenea 
și invers orientate. 

d) Exprimaţi distanța între punctele A'=/(4) și B'=I(A4B) în 
funcţie de distanţele între punctele O, A, B și de puterea p a inversiu- 
nii 7. 

IV.23. Fie 7 o inversiune de centru O ; se cer locurile geometrice 
ale punctelor X'=/(X) cînd X "parcurge următoarele mulțimi : 

a) o dreaptă d (ce trece sau nu prin O); 

b) un segment AB ; 

c) o semidreaptă Ax; 

d) un cerc @ (trecînd sau nu prin 0O}: 

e) un arc de cerc d; 

f) un semiplan. 


IV.24. Fie S mulțimea punctelor din spaţiul tridimensional, un 
punct O și o unitate de măsură 4 a lungimilor. | 

a) Extindeţi definiţia din problema anteprecedentă pentru a in- 
troduce noţiunea de inversiune ca transformare a mulțimii SN {0} în 
ea însăși. 

b) Prin analogie cu problema precedentă găsiţi imaginile printr-o 
astfel de inversiune ale punctelor unui plan, sfere, semiplane, calote. 

IV.25. Fiind dată o inversiune I să se determine cercurile (sferele) - 
ce sînt conservate de această transformare. (Spunem că o figură F 
este conservată de transformarea J dacă este conținută în domeniul 
de definiție al funcţiei 7 și F={I(X) : X €F}). 
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IV.26. Fie E, D cercuri situate într-un același plan ~. 

a) Determinaţi locul geometric al punctelor O din m ce constituie 
centre ale unor inversiuni ce transformă cercurile date în cercuri egale. 
~ b) În ipoteza că cercurile €, Ø sînt disiuncte să se arate că există 
inversiuni J ce le transformă în cercuri concentrice. 

c) Determinați inversiunile ce transformă E în 2. 


IV.27. Fie ABCD un patrulater convex. 

a) Demonstraţi următoarea propoziție ce constituie prima teoremă 
a lui Ptolomeu : „A BCD este patrulater inscriptibil dacă și numai dacă 
AB-CD+ BC- DA=AC- BD, adică suma produselor lungimilor latu- 
rilor opuse este egală cu produsul lungimilor diagonalelor“. 

b) Observaţi inegalitatea: AB-CD+BC-DA>AC-BD. 

c) În ipoteza că ABCD este inscriptibil deduceţi și valabilitatea 
celei de a doua teoreme a lui Piolomeu, adică : 


AC _BA-DA+BC:DC 
BD  AD-CD+AB-CB" 


1V.28. Un cerc @ şi o dreaptă d sînt secante în A.O inversiune 
I transformă @, d în curbe 2, (Z. Secere să se arate că unghiul format 
de € cu d în A este egal cu unghiul format de £ cu 7 în 4'=1(4). 


IV.29. Fie 8, D cercuri ce se taie 
sub un unghi «. O inversiune 7 tran- 
sformă aceste cercuri în curbe 0", D’. 
Se cere să se arate că 0” și D' sc taie 
sub același unghi «. 

1V.30. Instrumentul schițat ală- 
turat este cunoscut sub denumirea de 
inversorul lui Peaucelier. Instrumentul 
este alcătuit dintr-un romb PĂQY, 
articulat în vîrfuri astfel încît să poată 
fi deformat. Acest romb este fixat pe 
un cadru ORS astfel încît 0P=00. 
Pentru a-l utiliza se fixează acul din 
O într-un anumit punct al planșctei. 
(În R şi S sînt prevăzute piese ce 

F ig. 95 asigură paralelismul fiecărei tije cu 
planul planșetei). Cu vîrful A se urmăresc anumite puncte sau linii trasate 
pe planșetă ; simultan, creionul atașat în Y trasează noi puncte sau 
linii. Se cere să se demonstreze că pentru orice montare a inversorului 
există o inversiune / ce pune în corespondență punctele urmărite de 
X şi respectiv Y. 


IV. § 2. SOLUȚII 


IV.1. a) Egalitatea /(A4, B, C)=4(C, B, A) o vom dovedi în două 
cazuri. 

I. Dacă punctele A, B, C sînt necoliniare atunci punctul D= 
=t(A, B, C) se caracterizează prin condiția ca ABCD să fie paralelo- 
gram ; în acest caz CBAD este paralelogram deci ¿(C, B, 4)=D= 
=i(4, B, C). 

Ii. Dacă A, B, C sînt coliniare, D=t(4A, B, C) este caracterizat 
prin CD= BA şi AD= BC ; inversînd ordinea acestor egaiitäți consta- 
tăm că are loc şi D=ł(C, B, A) deci şi în acest caz (A, B, C)= 
=i(C, B, A) etc. 

b) Deoarece punctele A, A, B (sau B, A, A) sînt coliniare, cele 
două egalități vor avea loc dacă şi numai dacă AB=AB și AB=AB, 
deci întotdeauna. - 

c) Vom nota /(4, B, C)=F, t(B,C, D)=G, t(C, D, E)=H ș 
t(F, D, E)=1. Va trebui să dovedim (4, G, E)=I şi (4, B, H)=]. 
Vom expune raţionamentul cînd tripletele (4, B, C), (B, C, D), (C, D, 
E), (F, D, E) (4, G, E) şi (4, B, H) 
nu sînt coliniare, deosebirile ce ar 
apare cînd unul sau mai multe triple- 
te nu ar satisface această condiție 
afectînd doar exprimarea. Din (A, 
B, C)=F deducem că AF şi BC 
sînt paralele și egale. Din ¿(B, C, 
D)=G deducem că GD şi BC sînt 
paralele și egale. Constatăm că AF și 
GD sînt paralele și egale. Dedu- 
cem că AG și FD sînt paralele și 
egale și reținem această concluzie parțială (). Din /(F,D.E)=/ 
deducem că FD şi EI sînt paralele și egale. Această observaţie 
împreună cu (*) conduce la concluzia că AG și EI sînt paralele 
şi cgale, deci ¿(A, G, E)=I şi prima din concluziile menţionate în 
enunţ este dovedită. 
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Partea a doua poate fi dovedită formal în baza proprietății cons- 
tatată la A. Expunem raționamentul direct pentru că este în bună 
măsură ușurat de concluziile de mai sus. Am constatat că /(4,G, E)= 
=] și prin urmare AT este paralel și egal cu GE (*). Din ¿(C, D, E)= 
=H urmează DCIHE şi DC=HE și din :(B, C, D)=G urmează DC = 
=GB şi DCIGB; conchidem GB|HE și GB|EH, adică GE este paralel 
cu BH. Conform celor remarcate mai sus, (**), AI este paralel și egal 
cu BH deci I=t(4, B, H) şi demonstraţia este încheiată. 


d) Pentru B=A se constată din definiție cu ajutorul iden- 
tității stabilită la b) că 24 este aplicaţia. identică a lui xz. Pentru Bz A 
vom dovedi că aplicaţiile I2 și IA sînt inverse una alteia : /4o/E(Ă)= 
5A B, 2) = !(B, A i{A, B, X)) =t:(B, HA, A, B), X)= 
=:(B B, X)=X 
e) n ipoteza X'=E(X)=t(4, B, X) vom constata t(X', X, Z)= 
=i (4, B, X), X, Z)=t (4, (B, X, X), Z)=t (4, B, Z). În particular, 
pentru Z=Y vom constata în premizele date : t(X', X, Y)=Y', Dacă 
X, X’ şi Y nu sînt coliniare atunci X'XYY” este paralelogram şi deci 
XY şi. X'Y’ au aceeași mărime, direcție și sens. Dacă X, X’ și Y sînt 


coliniare punctul Y’ este caracterizat prin YY'=XX' şi X'Y'=XY. 
- Se constată imediat că și în acest caz este valabilă concluzia dorită. 

f) Dacă 24 =te atunci 24(D)=te(D)=t(C, D, D)=C. Reciproc, dacă 
C=iE(D)=t(A, B, D) atunci pentru un punct X arbitrar: 2(Ă)= 
=t(C, D, X)=t(t(4, B, D), D,X)=t(4,i(B, D, D)X)=ł(4, B, X) =t({X); 
rezultă deci #8 =Ł8, q.e.d. 

) Are loc ¿įotb(X)=t4(t(C, D, X\)=t(A, B, t(C, D, A))=t(A, t(B 
C, D), X)=t(t(4, B, C), D, X). Ultimii doi termeni se transcriu 
80.2 (X) si tua Bo(X) deci egalitatea din enunț este probată. 

h) Conform g), compunerea este totdeauna definită; la d) s-a arătat 
că aplicația identică este o translație 7/4 și că inversa oricărei translații 
ta este o translație /4. Pentru a dovedi asociativitatea compunerii 
de translații putem observa că în general compunerea de aplicaţii 
este asociativă sau să verifică direct această proprietate conform 
proprietăților de la g) şi c) : ț2o(/Bo15) = otn EP) ţi DEP ry =t 42o = 

= (tf otb) ot$. Grupul obținut este abelian : verificăm în acest scop 
că aplicațiile Bot? =tra go Şi otite, pa coincid prin proprietatea 
pusă în evidență la f). Constatăm astfel : tunab (B)=tt(A, B,C), 
D, B)=t (4, (B, C, D), B)=t (4, t(D, C, B), B)=t (A, D, t(C, B, B)) = 
=i(A, D, C)=t(C, D, A), q.e.d. 

i) Vom constata că S4oS, este aplicația identică a lui z. Într-adevăr, 
Sa0S4(X) = S,(t(4, X, A)) =t (4, t(4, X, A), A) =t(4, A, (X, A, A)= 
=:(X, A, A)=X. 
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) Constatăm SsoS,(X)=Sz(t(4, X, A)) =i (B, UA, X, A), B) = 
AB, A, i(X, A, B))=i(B, A, t(B, A, X))=t40!4(X), Dar, conform f), 
ifotă td an, şi evident t(B, A, B)=Sa(4). 


"IV.2. a) Fie C un punct fixat al dreptei d şi C'=/4(C). Pentru 
un punct M de pe d și M'=/4(M), conform punctului e) de la 
problema precedentă, C'M” are aceeaşi direcție cu CM, deci M’ va fi 
situat pe paralela d’ dusă prin C’ la d'. Dacă N este un punct al dreptei 
d', considerăm punctul N,=t(B, A, N). Conform demonstraţiei de ` 
mai sus N, va fi situat pe d. Constatăm apoi că /2(N,)=/(4, B t(B, 
A, N))=t(t(4, B, B),-A, N)=t(A, A, N)=N şi deci: orice punct N 
de pe d! este imagine prin aplicația fă a unui punct N, de pe d. 
Conchidem că 7E(d) este dreapta d' paralelă cu d. 

b) Fie 0'=/2(0). Pentru un punct M de pe 6, fie M'=/4(M). 
Conform punctului e) de la problema precedentă 0'M'=0M=R şi 
deci M’ se situează pe cercul 0” de centru O” și rază R. Analog se cons- 
tată că pentru N situat pe 0' punctul N,=/4(N) este situat pe € și 
se constată apoi că N este imaginea prin ZE a punctului N, de pe €, 
deci 0'=-/2(0). 

c) Dacă ABXY este paralelogram, atunci Ye/4(d)=d'. Deci” 
punctul Y nu poate fi decît unul din punctele 
de intersecție dintre 4'.și 0. 

Problema poate admite cel mult : 

— 0 soluții, cînd d' este exterioară lui @, 

— 1 soluţie, cînd d’ este tangentă lui €; 

— 2 soluţii, cînd d’ este secantă lui 0. 

Aceste situaţii se caracterizează în funcție 
de datele iniţiale punînd în evidență diametrul Fig. 97 
CD perpendicular pe d şi punctele C'=/4(C) şi 
D' = 14(D). Se constată că d' este : exterioară — tangentă — 
secantă lui C după cum punctele C’ și D’ sînt așezate față de d: de 
aceeași parte — unul pe d și altul nesituat pe d — de părți diferite. 
Explicitarea făcută obligă să examinăm și situația cînd ambele puncte 
C' şi D' sînt situate pe d dar acest caz conduce la CDl|d, în contradic- 
ție cu CDLd. 

__ Se impune acum să se constate că modul de formulare a problemei 

determină renunțarea la unele soluții. Aceasta se întîmplă cînd unul 
(sau eventual două) din punctele Y de intersecție dintre C’ și d’ este 
coliniar cu A şi B. În aceste situaţii are loc (4, B,X)=Y dar 
ABXY nu este paralelogram. 


IV.3. a) Se constată ușor că triunghiurile AOB şi A'0B' sînt 
egale conform cazului LUL, deci AB=A'B'. Se mai observă că 
unghiurile OAB și OA'B' sînt egale şi la fel orientate. 


102 GEOMETRIE CIRCUMSTANȚIALA 


b) Vom avea evident AB=A'B', AC=A'C' 
BC=B'C'. Deci triunghiurile ABC şi A'B'C' sînt 
egale. Rezultă imediat ABAC=AB'A'C'. Pentru 
a observa și coincidența orientării celor două 
unghiuri vom folosi observaţia de la a). 

c) Ca și la punctul precedent vom folosi 
doar proprietatea demonstrată la a). Fie A, B 
puncte pe d și imaginile lor A' B’ prin rotația R. 

Vom demonstra că dreapta A'B’ satisface con- 
dițiile cerute în enunţ dreptei d’. Vom împărți 
mulțimea punctelor lui d ce nu coincid cu A 
sau B în trei submulțimi: d, ={X : A—X— B} 
(segmentul deschis de extremități A, B); d= 
27 ={Y: Y — A — B} (semidreapta lui d de origine A, 
ga X neconținîind B); d={Z: A—B—Z} (semi- 
Fig. 99 dreapta lui d de origine B și neconți- 

nînd 4). 

Proprietatea X ed, revine la AX+XB=A4AB. Dacă R(X)=X' 
vom obține conform a) egalitatea A'X'+X'B'=4A'B', deci X’ se si- 
tuează pe segmentul deschis A'B'. Dacă se considera punctul X’ arbi- 
trar pe segmentul A'B’ am fi considerat punctul X al dreptei d satis- 
făcînd AX =A'X' şi situat de acea parte a lui B de care este A şi am fi 
ajuns la concluziile X ed, și R(X)=X'. Prin urmare, R conduce d, pe 
segmentul deschis 4,=A'B' al dreptei 4. 

Se demonstrează analog R(d)={Y" : B'Y'=B'A'+A'Y=f{Y': 
: B'—A'—Y’'}=d,, unde da este semidreapta de origine A”, inclusă în 
d' și netrecînd prin B’ etc. 

Analizăm în continuare poziția dreptelor d și d’. Vom presupune 
că A este proiecția ortogonală a lui O pe d. Conform a) vom deduce 
că d'=A'B' este perpendiculară în A' pe OA”. În cazul generic va 
exista un punct C comun dreptelor d și d’. Cu ajutorul patrulaterului 
inscriptibil OACA' vom deduce că printre unghiu- 
rile formate de d şi d' există unul egal cu a. Con- 
cluzia se menţine și cînd 0ed sau d|d’. Ar putea 
deci să aibă loc d=d' numai în cazul cînd «=0 
sau «=. Pentru prima alternativă R este trans- 
formarea identică a planului și are loc desigur 
d'=d. În a doua alternativă, «=r, R va fi simetria 
față de punctul O și situația 4=d'. devine echiva- 
lentă cu O €d. Acestea și numai acestea sînt cazurile 
cînd are loc d=d'. 


-yt 
£ 
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d) Fie C'=R(C). Deoarece apartenența lui M la cercul @ este 
echivalentă cu MC=R, adică M'C'=R deducem că M'=hR(M) se 
plasează pe cercul @’ de centru C’ și rază R. 

Va avea loc @=@'’ dacă și numai dacă C=C". Această situaţie 
are loc în următoarele două cazuri (nedisjuncte) și numai în acestea : 

— R este transformarea identică a planului ~z ; 

— Centrul C al cercului coincide cu centrul O al rotației. 


IV.4. Fie rotația R definită în problema precedentă și rotația 
R’ de același centru O și unghi orientat a'. Pentru X’ arbitrar în m 
vom nota R'(X”) prin X”. Vom avea deci 0ă'"=0ă”' și +ăĂ'0Ă'= 
=—a'. Vom considera X' = R(X) și vom deduce X” =R'o R(X). Dar X” 
se caracterizează prin 0X"'=0ă şi +X0X'"'= %XOX'+ + X'0X' = 
=a-a', deci R'oR este rotația de centru O și unghi orientat «+a, 

Compunerea de funcții este evident asociativă. 

Transformarea identică a planului, E, se poate privi drept rotaţie 
de centru O şi de unghi nul. Vom obține desigur RoE=Eo0oR=R. 

“Transformarea inversă R-! a rotației R va fi evident rotația de 
centru O și unghi egal cu —a. 

Se constată uşor că (20, o) este chiar grup comutativ (adunarea 
unghiurilor orientate este comutativă). 


IV.5. Condiţiile din enunț definesc funcția S:m-—m. Se constată 
imediat că are loc SoS=E unde E este transformarea identică a pla- 
nului. (Se spune în astfel de cazuri că S este transformare involutivă) 
Deducem că S este transformare inversă a lui S; existența inversei 
asigură biunivocitatea lui S. 

Se mai constată imediat că S conservă distanțele. Demonstraţiile 
date la punctele b), c), d) ale problemei IV. 3 ne conduc imediat 
la concluzia că S este transformare conformă (adică păstrează un- 
ghiurile), duce drepte în drepte și cercuri în cercuri. 


IV.6. a) Fie A, un punct 
arbitrar pe d, şi A. proiecția 
sa pe d} Evident, vectorul 


a=As4, nu depinde de ale- 
gerea punctului A,. Fie 0,, 02 
proiecţiile pe d,, da ale unui 
punct arbitrar M și M'= 
= 5,(M),M"=S,(M”); au loc 


egalităţile : MM" = MM! + 


+M'M"=20,M'+2M'0:=2(0,M' + M'0)=20,0,—23. (Pe figură au 
fost prezentate şi alte puncte N, P împreună cu imaginile lor, pen- 


Fig. 101 
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tru a ilustra cît de convenabil este să utilizăm calculul cu vectori 
sau cu segmente orientate în loc de a analiza un număr mare de 


poziții posibile). Egalitatea MM''—24 ne asigură că transformarea 
planului în el însuși SoS, este translația de vector 28. 

b) Considerăm unghiul orientat 
a format de două semidrepte cu . 
originea în O ale dreptelor d, d 
date, (Alegînd semidreptele putem 
presupune O<a<x, orientarea fiind 
dată de „sensul trigonometric“). Con- 
siderăm un punct arbitrar M și 
asociate lui M'=S,(M), M'= 
= S5,(M”), 0,=4, N) MM”, Oa = d. 
NM'M”. Convenind să lucrăm cu 
unghiuri orientate constatăm: 
x MOM" = +MOM' + + M'OM” = 
= 2 x 0.0M' + 2% M'00. = 
= 2 +0,00, = 2a. Mai observăm 
OM” = OM' = OM şi deducem că 
transformarea plană SoS, este o 
rotație de centru O și unghi (orien- 
tat) 2a. Figura 102 permite din nou să se observe că în absența 
orientării unghiurilor ar fi de analizat mai multe cazuri. 

c) Dacă T este o translație de vector 7 a planului putem pune în 


x — 
evidenţă vectorul 4= 5 v și fie a=4,A,. Fie d, și d. perpendicularele 


în A,, As pe AA.. Conform punctului a) dacă S,, S, sînt simetriile 
planului față de d,, d, are loc S oS =T. 

Fie R o rotaţie de centru O și unghi «. Considerăm o semidreaptă 
arbitrară s, cu originea în O și imaginea ei prin R, s=R(s,), evident 
tot o semidreaptă. Considerăm semidreapta s, ce bisectează unghiul 
(Sı, s) și fie d,, d. dreptele suport ale semidreptelor s,, ss. Mai notăm 
prin S, Sa simetriile planului față de dreptele d,, da. Conform b) are 
loc Ss0S,=R, c.c.t.d. - ] 


IV.7. Fie O centrul rotației R și a unghiul său. Notăm prin? 
vectorul translației T. Va exista o dreaptă d perpendiculară pe — 


trecînd prin O. Considerăm un punct A arbitrar pe d şi fie A, A 


punctele ce satisfac: A,A=A As ză. Paralelele prin A,, A, la d se 


vor nota prin d,, dz. Alegînd o semidreaptă a de origine O pe d con- 
struim semidrepte sı, Sa astfel încît să aibă loc următoarele egalități 


TRANSFORMĂRI GEOMETRICE—SOLUȚII IV. 1—9 105 


de unghiuri orientate œ (sı, S) = 
= ¥ (S, S2)= Sa Dreptele suport ale 


acestor semidrepte se vor nota prin 
da, dą Vom nota prin S; simetria 
față de dreapta d, (absența oricărui 
indice o interpretăm ca indice). 
Conform problemei precedente vor 
avea loc egalitățile T=SoS,=S,0S, 
R= SoS; =S$,0S. . 

Constatăm Ro T= (S,0S)o(So 
oS,)=S,°0S,. Deducem că RoT este rotația de centru, 0=4,Nd, şi 
de același unghi ca și R. l | 

Observăm apoi ToR=(S,0S)o(SoS})=S,0S,, deci ToR este rota- 
ţia de centru 0-=—d21d3 și de același unghi ca și R. 

Egalitatea ToR= RoT poate avea loc dacă şi numai dacă 0,=0, 
Dar dreptele d;, d, sînt simetrice față de d iar triunghiul 00,0, este 
isoscel (după cum rezultă ușor evaluîndu-i unghiurile). Deducem astfel 


— 
Z,Zı=v şi prin urmare ToR= RoT poate avea loc dacă și numai dacă 
T este transformarea identică a planului. 

IV.8. Să presupunem că T ese translația de vector 27 iar rotatia 
R are centrul O şi unghiul 2«. Vom presupune că R', R” au centre 
O', O” și unghiuri 2a', 2a''. Conform problemei precedente RoT şi 
ToR vor fi rotații de unghi 2« de centre 0,, O, astfel încît vectorii 


-> >» L 
0,0, 00, sînt caracterizați prin + (0,0, 1)=a'=a"= x (0, 00) și 0,0= 
=00.= |ulsec «. Deoarece unghiurile rotațiilor ToR’ şi R”oT trebuie 
să fie egale cu cele ale rotaţiilor RoT şi ToR deducem «'=a=a”. 

Apoi, constatînd caracterizări analoage 


Fig. 103 


(L] — 
O celor de mai sus pentru vectorii 0,0” 
— — — 
și 0'0, deducem: 0'0=2v=00“. Pu- 
tem astfel rezuma : 
— rotația R' are acelaşi unghi cu 
R ar centrul ei O' satisface T(0')=0; 
— rotalia R” are acelaşi unghi cu R 
iar centrul ei este O”=T (0). 

l IV.9. Fie R,, R două rotații de 
centre O, 0, şi unghiuri (orientate) «, şi «s. În cazul cînd ar avea 
loc 0,=0,, produsul R.oR, ar fi (conform problemei IV.3) rotația 
de centru 0, şi unghi «+a, (evident, aici + notează suma algebrică 
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a unghiurilor). Chiar și în cazul «,+«,=0, afirmaţia “RsoR, este 
rotație“ este corectă. Vom analiza în continuare cazul 0,740,. 

Planul nostru este de a recunoaște pentru cazul general ce fel de 
transformare este RoR, pentru a putea astfel enunța o propoziție 
corectă și a avea odată cu enunţul și demonstraţia. În acest scop ne 
propunem să descompunem R=S,0S, R,=SoS, (unde S, S, Sa vor 
fi simetrii convenabil alese) și să deducem de aici RsoR,=Ss05,. În 
final vom obține rezultatul dorit prin intermediul problemei 1V.6, 
punctul a) sau b). 

Conform planului anunțat apare natural să considerăm simetria 

S față de dreapta 4=0,02. Vom 
d mai considera dreptele d,, d, carac- 
terizate în felul următor : 

— d, trece prin O, și ar trebui 


d» rotită cu unghiul = & pentru a o 


i suprapune peste d; 
f------— l OTTS, — d, trece prin O, și se obține 


din d Busta pe aceasta cu un- 
Fig. 105 ghiul ae 


Evident, 'alegînd S, S, S: A față de d, dı da egalitățil 
ce ni le propusesem să le realizăm sînt îndeplinite. Urmează acum, 
conform planului anunţat, să explicităm poziţia dreptelor dı da. 

Unghiul da care trebuie rotită d, pentru a o suprapune peste da 


este evident -— 5 (ar-a). Dreptele dı, dą pot fi paralele dacă și numai 


dacă g, +a, = E Acesta este cazul de excepţie cerut în enunţ, anume : 
OO. şi «ı+2:=0 (mod. 27). 
În caz contrar dreptele dı, da vor fi secante într-un punct O și 
putem “afirma că RoR, este rotația de centru O și unghi Gata. 
Avînd în vedere și cele demonstrate în precedentele două pro- 
bleme, vom constata ușor că mulțimea rotaţiilor și translaţiilor unui 
plan formează un grup (numit grupul deplasărilor planului). ` 


aIV.10. Evident, dacă 0,=0,, cele două produse de rotații coincid. 
În e continuare pentru cazul 0,#0., vom folosi „partea punctată“ din 
“figura de la problema precedentă. Dacă are loc «,+&,=0. ambele 
produse vor fi 'translaţii dar (așa cum se constată ușor) de vectori 
simetrici în raport cu d. Egalitatea RoRs= RaoR, ar putea avea loc 
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n Š . 4 . | MES 
numai dacă s-ar impune în mod suplimentar ici +90” adică dacă 


atît R, cît și R, ar fi simetrii față de un punct. Se constată în acest 
caz direct că translaţiile RoR, și RoR, diferă prin sens. 

În fine, dacă «,-+æ,#0 se constată ușor că cele două rotații R,o 
oR, şi RoR, au centre O’ și O simetrice față de d. 0' ar putea coincide 
cu O dacă și numai dacă O ar fi situat pe d, caz exclus de presupunerea 
ce am făcut-o: æ- %:#0. 

În concluzie, poate avea loc RoR,=RsoR, dacă şi numai dacă 
centrele celor două rotații R,, Re coincid. 


IV.11. a) Evident, dacă T(4)=T(Y) distanța între punctele T(X) 
şi T(Y) este nulă, deci acelaşi lucru trebuie să fie valabil pentru dis- 
tanța între X și Y, deci X=Y, q.e.d. 

b), c) şi d). Se reiau practic fără modificare demonstrațiile din 
soluţiile problemelor IV.2. a) și 1V.3. c). 

€) Se observă imediat că triunghiurile ABC și A'B'C' sînt egale 
(cazul „LUL'“). 

f) Un punct M este interior unghiului Ox dacă și numai dacă 
_este interior unui segment XY punctele X, Y fiind situate pe semi- 
dreptele Ox, Oy ce constituie laturi ale unghiului. Dacă acest fapt 
este îndeplinit, punctul M'=T(M) se va plasa conform b) pe dreapta 
prin punctele X'=7(X) și Y'=T(Y). Utilizînd şi c) deducem că X’ 
şi Y’ parcurg semidrepte 0'x' și O'y’. Rezultă deci că M’ va fi interior 
“unghiului x'Oy'. | 

Deoarece în enunţ era plasată prepoziția în și nu pe demonstraţia este încheiată 
Este însă un exerciţiu util de a reordona etapele demonstraţiei de mai sus spre a dovedi 
că oricare ar fi N interior unghiului +'0y' există P interior unghiului xOy incit N= T(P} 
(Se ia o dreaptă prin N care taie 0, Oy în Q, R ; Conform demonstraţiei suplimentare 
de la b), c), d) găsim U pe Ox şi V pe Oy încit T(U)=0 şi T(V)=R ; apoi găsim P inte- 
rior seumentului UV încît PU=QN şi PV=NR; punctul T(P) va fi situat pe QR şi 
va coincide cu N). 

g) Fie un semiplan s adică mulțimea punctelor unui plan situate 
de o anume parte a unei drepte d din acest plan. Considerăm un punct 
O pe d şi o semidreaptă Ox situată în semiplanul s (eventual perpen- 
diculară în O pe d). Punctul O separă pe d două semidrepte Oy şi Os. 
Mulțimea s se desparte în trei submulțimi : 

s.=mulţimea punctelor interioare unghiului x0y ; 

Ss=mulțimea punctelor interioare unghiului x0z; 

Ss=—mulțimea punctelor semidreptei Ox. 

Conform chestiunilor precedente punctele acestor mulțimi sînt 
conduse prin T în puncte ale unor noi mulțimi: 

s;=mulţimea punctelor interioare unghiului x'0'y'; 

s;=—mulţimea punctelor interioare unghiului x'0'a'; 
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sa= mulțimea punctelor semidreptei Ox’. 

Pentru a ajunge la concluzia dorită mai trebuie observat doar 
că si, Sẹ, ss sînt submulțimi ale unui același semiplan. Anume în planul 
x’ determinat de semidreptele O'x' și O'y’ dreapta y'z' separă două 
semiplane ; acela care conține semidreapta 0'x' conține evident pe 
Si Sg, Sa ca submulțimi. so 

h) Putem concepe v descompus în două semiplane şi în dreapta 
separantă ; se utilizează metoda și concluzia de la punctul precedent. 

Vom prezenta şi o altă demonstrație. Fie A, B, C virfurile unui 
triunghi din planul z iar A', B’, C' imaginile lor prin T. Evident, A", 
B’, C' nu pot fi coliniare, deci determină un plan x'. Pentru un punct X 
arbitrar din m putem presupune fără a restrânge generalitatea (eventual 
renotînd A, B, C) că dreptele AX şi BC sînt concurente într-un punct Y. 
Considerăm X'’=T(X) şi. Y'=T(Y). Deducem că Y' se situează pe 
dreapta B'C', deci în planul m'. Apoi X' se situează — conform d) — 
pe dreapta A'Y’ conținută de asemenea în m'. Rezultă ceea ce ne propu- 
sesem să dovedim, adică X'=T(Ă) este în planul z,. 

i) Fie C centrul și 7 raza sferei $, C'=T(C), 8' sfera de centru C’ 
și rază r. Evident X edoCă=roC'ă'=roă'eg'. Să presupunem 
acum calota X separată pe & de un plan x, cercul € dat de Sr. Punc- 
tele planului x sînt duse de T, conform h), în puncte ale unui plan z'; 
punctele de o parte dată a lui z sînt conduse în puncte de o parte 
dată a lui x’. Deducem că punctele din / sînt duse în punctele unei 
calote X’ separate de x’ pe 8' iar cele din 2=S8x în punctele situate 
pe 0'=38'Mx'. Se poate remarca și faptul că razele cercurilor 2 și 0' 
coincid. 

Fie apoi A, B extremităţile arcului cf situat pe C. Punctele X 
de pe cf se caracterizează prin x AX B=a (valoarea « fiind determinată 
odată cu œ). Folosind e) deducem ușor că putem lua cf' unul dintre 
arcele cercului cf limitat de A'=T(4) şi B'=T(B). | 

j) Ideea din soluţia a doua de la h) se poate aplica aici cu succes. 
Vom considera un punct arbitrar X și vom dovedi că imaginea sa 
X'=T(X) este unic determinată în condiţiile enunțate. 

Vom presupune că dreapta 4X înțeapă în Y planul BCD și că 
dreptele BY cu CD sînt secante în Z. Pe dreapta C'D' există exact 
un punct Z’ încît CZ=C'Z' (deoarece, evident, C'D'=CD). Pe dreapta 
B'Z' există exact un punct Y’ încît BY=B'Y” și ZY=Z'Y' (deoarece 
putem constata că Z și Z’ sînt omoloage în triunghiurile egale BCD și 
B'C'D', deci BZ=B'Z'”). Considerăm apoi triunghiurile egale ACD 
și A'C'D' în care Z, Z' sînt puncte omoloage pentru a deduce 4Z= 
=A'Z!. Rezultă că triunghiurile ABZ și A4'B'Z' sînt egale, avînd toate 
laturile corespunzătoare egale. În aceste triunghiuri Y și Y’ sînt omo- 
loage, deci AY=A'Y'. Vom determina apoi X’ unic pe A'Y’ încît 
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A'X'=AX şi V'X'=Yă. Evi- 
dent, X’ este singurul punct ce 
poate satisface T(X)=X'. (În 
figura 106 segmente omoloage 
apar ca avînd lungimi diferite 
pentru că se văd sub diverse 
unghiuri). 

Renunțăm acum la ipoteza 
a doua ce ne-am formulat-o: 
BY şi CD sînt secante: în caz 
contrar Y s-ar situa pe paralela 
prin Bla CD și CYNBDz5 Fig. 106 
sau DYMBC#Ø. O inversare a 
notării literelor B, C, D ne readuce în cadrul ipotezei ce am folosit-o. 

Şi prima din ipotezele suplimentare formulate, faptul că AY în- 
ţeapă planul (BCD) se poate realiza eventual prin renotarea vîrfurilor 
B, C, D deci demonstraţia este încheiată. 

k) Se consideră vîrfurile A, B, C, D ale unui tetraedru și imaginile 
lor prin T notate A”, B’, C’, D'. Inversînd considerațiile de la punctul 
precedent deducem că orice punct X’ poate fi imaginea prin T a unui 
singur punct X. Rezultă că aplicația T admite inversă, deci este bi- 
jectivă, q.e.d. 

IV.12. Fie ABC un triunghi arbitrar în planul considerat. Vom 
nota T(A4), T(B), T(C) prin A”, B’, C'. Deoarece T conservă lungimile 
vom avea evident A'B'=AB, B'C'=BC, C'A'=CA şi prin urmare 
A'B'C' este triunghi egal cu ABC. Conform demonstrației de la punc- 
tul i) al problemei precedente sextetul A, B, C, A’, B', C’ determină > 
unic transformarea T. 

Dorim să găsim simetrii S}, Są (şi eventual) S, încît T=S,, T= 
=S,0S, sau T=S,0S,0S,. Pentru a determina aceste simetrii vom 
avea nevoie de ipoteze suplimentare asupra poziției punctelor A, A’, 
B, B', C, C’. 

I. Dacă A=4A', B=B', C=C' transformarea T trebuie să fie 
transformarea identică a planului ; considerînd S o simetrie arbitrară 
are loc evident T=So$S. : 

II. Dacă A=4', B=B', C#C' punctele C şi C’ trebuie să fie 
simetrice față de dreapta AB. Se constată ușor că în acest caz T 
este simetria față de dreapta AB. (Includem în acest caz și situațiile 
ce pot fi reduse la acesta de mai sus prin renotarea punctelor A, B, C). 

III. Dacă A=A', B#B', C#C'. Din AB=AB' deducem că A 
se plasează pe mediatoarea m a segmentului BB’. Fie S, simetria 
față de dreapta m. Are loc evident S,(4)=A4A=A4'=S,(4"), S.(B)=B', 
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S,(B')=B. Să notăm S,(C)=C,. Fie T,=ToS,. Se constată uşor: 
Tu(4)=T(4)=A4'=A4, T,(B)=T(B)=B', T,(C.)=T(0)=C". Prin ur- 
mare T, conduce A, B’, C, în A”, B’, C' (deoarece A'B'C” este triunghi 
și AB'C, este triunghi). Pentru transformarea T, are loc A=A' și 
B'=B' deci ne plasăm în cazul I (cînd C,=C”) sau II (cînd C,#C'). 
În primul subcaz T,=T=transformarea identică a planului ; egali- 
tatea Tı =ToS,=7 devine T=S,. În al doilea subcaz 7,= ToS, este 
simetria S, față de dreapta AB'; egalitatea ToS =S, devine T=S,o 
oS; ; de remarcat că în acest caz T este o rotație de centru A conform 
problemei 1V.6. 

IV. Dacă 4#4', B#B', C+C’ considerăm simetria S, față de 
mediatoarea m a segmentului AA’. Considerăm și punctele B,=S,(B), 
C.=S.(C). Transformarea 7,=ToS$, conduce tripletul 4”, B,, C, în 
A', B', C'. Într-adevăr: 


T(4)=T(S4(4)=T(a)=4' 
T.(B)= Te ($),(8.)) = T(B)=B í 
T:(C)=T(S(C))=T(C)=C'. 


Deoarece A'B'C' este triunghi şi A'B,C, va fi triunghi. Trans- 
formarea T, conservă deci A' astfel încît pentrua o explicita ne 
situăm în cazul III. 

Dacă T,= obținem T=S,. 

Dacă Tı=S, obținem T=S;0S,. S, ar fi simetria față de media- 
toarea comună a segmentelor B,B' și C,C'; această mediatoare poate 
fi secantă lui m și atunci T este rotaţie sau paralelă cu m și T ar fi 
translație. | 

Dacă Tı=S,0S, obținem T=S,0S,0S, (în acest caz T este o 
rotaţie sau translație urmată de o simetrie $,). 

Deoarece cele 4 cazuri studiate epuizează toate posibilitățile 
pentru tripletul de perechi (4, 4"), (B, B’), (C, C’) (pînă la o eventuală 
renotare pentru cazurile II și III) s-a obținut demonstraţia propo- 
ziției enunțate. 


IV.13. a) Transformarea H este evident definită de condițiile 


din enunț. Fie H’ omotetia de același centru O și de raport : a ace- 


luiași plan. Se constată imediat că HoH’ şi H'oH este transformarea 
identică a planului, deci H’ este inversa funcţiei H. Deci, deoarece H 
admite inversa H-1=—H”, este bijectivă. 

b) Enunţul constituie evident o formulare pentru teorema funda- 
mentală a asemănării. 
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c) Fie 4”, B', C' imaginile prin H ale punctelor A, B, C. Dacă 
A, B, C nu sînt coliniare vom deduce conform punctului precedent 
că triunghiurile ABC şi A'B'C' sînt asemenea, deci unghiurile lor 
corespunzătoare sînt egale. Dacă A, B,C sînt coliniare putem eventual 


să le renotăm pentru a obţine o egalitate AB=tAC. Va urma conform 


— — — -> 
b): A'B'=hAB=hħAC=tA'C' şi dzci A', B', C' sînt coliniare. 
Ded-cem astfel că H conservă și unghiurile cu 0° sau 180. 

d) Conform problemei 11.3, H(d) va fi o dreaptă d' paralelă cu d 
(chiar confundată dacă și numai dacă 0 ed). Conform problemei II.6 
H(0) va fi un cerc Q'. Dacă O, O’ sînt centrele iar R, R’ razele cercurilor 
2, 0' atunci 0'=H(0) și R'=AR. 

IV.14. Fie omotetia H definită în problema precedentă şi o altă 
omotetie H’ de același centru 0 şi de raport k'. Pentru un punct ge- 
neric X, definisem H(X)=X', prin condiția 0X'=} :0ă. Fie H'(X')= 
=X", punct evident caracterizat prin OX" =h :0ă'=h' -h 0ă. Ur- 
mează imediat că H'oH este omotetia de centru O și de raport h’ +h. 

Prin urmare, operația de compunere a omotetiilor de centru O 
este definită în cadrul acestei mulțimi de transformări. Avînd în vedere 
și cegula de compunere dedusă conchidem ușor că propoziția din 
eunnţ este adevărată. 


Comentariu. Am constata! astfel că oricărui punct O al unui plan n îi putem asocia 
grupul Hg al ombteliilor de centru O ale lui m. Acest grup este izomorf cu grupul multiplicativ 
al numerelor reale nenule, izomorfismul asociind evident fiecărei omotetii H, raportul ei h. 

Există o modalitate interesanlă (si modernă) de a fundamenta geometria într-un 
mod care să evidentieze importanța acestui grup Hg. Desi această modalitate de fundamentare 
contine numeroase etape dificile credem că ideile ei fundamentale sînt larg accesibile. Iată 
aceste idei. 

_Să' considerăm o "mulțime arbitrară P ale cărei elemente le vom gândi drept puncte. 

Ne putem imagina relația de coliniaritale a trei puncte din P drept o relație ternară c pe mul- 

fimea P. Putem chiar considera că c este o submulțime a produsului cartezian P?= PX PX P- 

. (un triplet (A, B, C) de puncte va aparține lui c dacă si numai dacă aceste trei puncte sînt 
coliniare). 

Bineînţeles că c nu poate fi o submulțime arbitrară a lui P? ci va fi obligată a satisface 
anumite condiții sau axiome. Nu detaliem aceste condiții ce exprimă în fond că c este o 
„echivalență ternară“ dar vom urmări pe scurt motivarea lor. - 

Fiind date două puncte distincte A, B vom considera dreapta prin aceste puncte adica 
mulțimea acelor puncte X ce satisfac (A, B, X)ec sau (A, X, B) €c sau (X, A, Bec: 
este natural să cerem ca cele trei condiții ce au fost separate prin conjunctia sau să fie 
echivalente. Apare deci o primă axiomă, Ca. 

Pentru cazul când B nu ar fi distinct de A va trebui să acceptăm că are loc (A, A, XX) e 
ec pentru orice X. Apare astfel o axiomă Ca. Va mai trebui să impunem lui c conditia ca 
peniru puncte coliniare (A, B, C) şi (B, C. D) să rezulte că (A, B, D) sînt puncte 
coliniare. Notăm cu Ca această condiție. 

Prin urmare avînd cuplul (P, c)— unde c satisface anumite condiții — avem po”. 
bilitatea să punem în evidenţă o anumită familie de submulțimi ale lui P care să poată 
beneficia de denumirea de drepte. 
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Acum dacă a, b sint două drepte vom putea afirma că sînt Paralele dacă, privindu-le 
ca mulțimi de puncte, sînt disjuncte. 

O nouă condiție, C4, asupra relației termare 'c va traduce faptul că printr-un punct A 
trece o singură dreaptă d paralelă unei drepte a. Nu detaliem nici această condiție. 

(*) Vom considera apoi o omoletie H de centru O care 
să aplice A într-un punct A’ situat pe dreapta OA. Acum vom 
defini X'=H)X) drept punct coliniar cu O, X şi astfel înctt 
AX" să fie paralela prin A' la dreapta AX. 

Este necesar să ne oprim puţin asupra unui aspect ce pare 
un amănunt nesemnificativ. Pentru ca omotetia H să fie defi- 
nită independent de cuplul (A, A4') de puncte corespunzătoare 
va trebui ca pentru Y'=H(Y) să ne asigurăm cumva că dreptele 
XY și X'Y' să fie paralele (adica să avem aceeași omotetie H 
si cînd o definim pornind de la cuplul (X, X') de puncte cores- 
Bunzătoare ). Să notăm prin C; această condiție (În cadrul 
O A A geometriei euclidiene putem constata valabilitatea acestei con- 

diții prin teorema lui Thales sau, putem să o privim drept 
Fig. 107 un caz special al teoremei lui Desargues, prezentată în 
problema 1.21). 

Prin urmare, în conditiile date C—C, putem asocia cuplului (P, c) un anumit 
grup Xo; constatând că acest grup este independent de punctul O, vom renota K, prin U. 
Vom face chiar abstracție de natura concretă a elementelor din X (transformări bijective ale 
lui P). În aceste condiții vom interpreta aliniatul marcat cu (*)drept o modalitate de a aso- 
cia tripletului de puncte coliniare (0, A, A’). un anumit element h din X; Deși h nu este 
un număr ci un element al unui grup abstract, vom spune că am atribuit astfel raportului 
OA' : OA valoarea h. Cazul pînă în prezent exclus, A =0, poate fi cuprins în această schemă 
asociind unui raport OO :OA un anumit element O ce va juca ulterior votul elementului 


neutru la adunare. Fie K = NU. 
În continuare se dotează multimea K cu o nouă operație, +, cu scopul de a-i conferi 
OA' f 
lui KE structura de corp. Pentru a aduna elemente h = DA. și k= — din X vom observa 


OB 
Pentruînceput că elementul k este o omotetie de centru O ; fie C imaginea prin k alui A. 
Ded k SS d imat h+R A a L OOL dica de găsit 
C ae e rima = ge — = adica de St 
„_Deducem a” vom avea exprim DA OA GA 8 
un punci S pe dreapta OA încât OA + . 


+OC=0S, pentru a conchide în final h + S 
oS ; 
+k= a + Determinarea ce o vom face pen- 


tru S va fi independentă de poziția lui A. 
Fie M arbitrar dar necoliniar cu O, A' 
şi C, punctul N astfel încît COMN să fie para- 
lelogram. Paralela prin N la A'M va tăia OC 
în S. Justificarea acestei constructii ar putea 
Ji următoavea. Cind un punct X variază pe 


dreapta A'M punctul Y ce satisface OY= Q M 
=O0C-+0X va parcurg e o dreaptă NS, etc. 
n cadrul acestei construcții ce fina- : Fig. 108 


lizează definiția sumei h+k, am considerat 
un punct arbitrar M ; putem accepta că S este defini! în mod independent de M 
prin condiția Cg. E Ae 
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Încă două condiții C, si Cs vor fi necesare pentru a deduce că mulțimea K dotată cu 
cele două operaţii este corp comulaliv. Acste condiții exprimă tocmai leoremele lui Pappus 
si Desargues (vezi problemele I „16 şi I.21). Condiţii ulterioare pot impune izomorfismul 
lui K şi a corpului R al numerelor reale. 

IV.15. Fie O centrul și k raportul omotetiei H, v vectorul trans- 
lației T. Considerăm un punct arbitrar M, punctul H(M)=M, și fie 
M.=T(M,). Putem presupune că dreapta 
OM nu avea direcția vectorului 9. În acest M, M" 
caz dreapta M.M va tăia dreapta prin O de M; 
direcție v într-un punct 0,. Cu teorema funda- 
mentală a asemănării deducem : 


00, MO __.0M ___l__ 
MM, MM, (k—!)OM k-l 
O, pp 
=, deci |00, | =|——v t 
MM, |00: | =| TZ} 0 0, O 
Fig. 109 


Ținînd cont și de orientări deducem de aici că 
punctul O, este definit în mod independent de poziția lui M. Ultima 
egalitate din șirul de rapoarte de mai sus asigură 0O, ,M.=k0,M 


—— 
și prin urmare ToH este omotetia de centru O | unde 00,= — 5) 


şi raport k (același ca pentru H). 

Mai considerăm M'=T(M) şi M”=H(M'). Fie O' punctul de 
intersecție între MM” și 00, (ultima parte a enunțului „deconspiră“ 
o condiție pentru 0'!). Teorema fundamentală a asemănării pentru 
triunghiul M”0'0 tăiat de MM” asigură: 


00: M"O _ koOM' k M'O 


MM MM (k—1)OM’' k—1 MM 


Deducem 00'= Zs (deci O’ nu depinde de M) și apoi OM”= 


— ` 
=k O'M. Deci HoT este omotetia de centru 0O' și raport k. 
Modul de construcție a lui 0' asigură coliniaritatea punctelor 
0, O, O”. 


Observatie. În comentariul ce a urmat solutiei problemei precedente nu am însistat 
asupra modului în care putem interpreta un element k din Xo adica o omotetie H d e centru O 
drept element k din Xy, adica o omotetie H’ cu centrul în U si avînd acelaşi raport ca și H. 
Problema de față împreună cu explicitările ce au fost necesare soluției permit să definim 
II! = ToH sau H'=HoT' unde T şi T' sînt translaţii ce se determină ușor. 
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1V.16. Fie v, v’ vectorii translațiilor T, T’. Să precizăm omo- 
tetia H prin centrul ei O şi raportul ei &. Vom presupune kz1 pentru 
a feri problema de banalitate. Conform problemei precendente va 
rezulta că ToH și HoT’ sînt omotetii de raport k avînd centre 0, 
și O' caracterizate prin 


(1—k) 00,=3 şi respectiv (1—4) 00, =40'. 


Deducem imediat că are loc 0,=0' dacă și numai dacă 3=/%'. 
Această egalitate determină unic v’, deci T”. 

IV.17. Pentru fixarea notaţiilor vom considera că H; este omote- 
tia de centru O, și raport k, În cazul 0,=0, este evident că HoH, 
(și HıoH,) este omotetia de același centru şi raport 4 “fa. În cele 
ce urmează vom presupune 0,=£0, și vom analiza două cazuri. 

I. Are loc k,“hazl. 
Considerăm un punct arbitrar X şi fie 
X'’=H(X), X"=H.(X'). Pe dreapta XX” 
considerăm punctul O caracterizat prin 
i OX" : OX =k; : k, (Pentru moment gîndim 
O dependent de X). Cu ajutorul teoremei 
lui Menelaus (pentru triunghiul XX'X’’) cons- 
0, 0, 0 tatăm imediat că O, O., O sînt coliniare. 
Apoi, aceeași teoremă, pentru triunghiul 
Fig. 110 0,Ă'0, (tăiat de dreapta OX) asigură : 
00, XO, XX XO, (1—A2)02ă”  1—he 


L = === Ce a r 


x' 


(Cazul kı=1 aparent exclus de forma relației de mai sus conduce la 
O=0,; acest rezultat era furnizat direct de observația că în acest 
caz H, este transformarea identică). Deducem că punctul O este inde- 


— — 
pendent de X și caracterizat prin ka(kı—1) 00,=(1— ha) 00. Prin 
transformări evidente această egalitate se transcrie mai compact: 


() (kı “hu —1) 0,0=(ka— 1) 0,0» 


(Sub această formă se constată ușor și motivul pent: . care am exclus 
în analiză posibilitatea k, “ka= 1). 

În concluzie, X” se obține din X printr-o omotetie H de centru 
O și raport k, -k,. Evident, pentru acest H, are loc H=H,oH,. 
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Il. Are loc kika=1}. | 
Considerăm din nou punctele X, X’, X”. Obţinem uşor: 0,X': 
| 


: P.X” = 3 =k, =0,%X' : 0,X. Folosind reciproca x! 

teoremei lui Thales şi teorema fundamentală a 

asemănării deducem XX"]|0.0, şi XX” :0,0:= n 

-XX :XO,=(k — 1): k= (ki — Da = hike = X x 

— ka= 1 — ka 

Rezultă deci XX” =(1—k:)0,0.. Conchidem deci Ò 

că în acest caz HoH, este translația de vector 1 02 
EA Fig. 111 

(1 —k2)0.0a. 


Observaţii. Urmează imediat că mulţimea omotetiilor şi translaţiilor unui plan, 
dotată cu operaţia, de compunere, constituie un grup. Datorită faptului că egalitatea 
(*) nu are caracter simetric mai deducem că acest grup nu este comutativ. (pentru omo- 
tetiile considerate are loc H,oHp=720H, dacă şi numai dacă are loc ky +ka= 1 şi ky +ka=2) 
Acest grup conservă evident direcţii.le (şi este cel mai general cu această proprietate) 

Se mai poate constata că mulţimea omotetiilor cu centre pe o dreaptă dată împreună 
cu translaţiile paralele acelei drepte determină un subgrup al grupului mai sus co nsiderat 

IV.18. Fie M un punct arbitrar, M.=R(M), M,=H(M,), M'= 
= H(M) şi M”=R(M'). Egalitatea HoR=RoH revine la a observa 

M,=M”. Într-adevăr ambele aceste puncte sînt 

RO situate pe cercul de centru O şi rază k-OM și pe 
aceeași rază a acestui cerc (formînd cu OM un- 
ghiul orientat «). i 

Dacă se dau similitudinile S, (de raport k, și 
unghi o,) şi Se (de raport ka şi unghi &a), avînd 
același centru O atunci SoS: și Sa0S, constituie 
evident similitudinea de centru 0, raport k,'ka 
2 şi unghi caz (suma fiind algebrică). 
Compunerea. similitudinilor este evident aso- 

Fig. 112 ciativă (produsul rapoartelor și suma unghiurilor 

se bucură de aceste proprietăți). Transformarea 

identică a planului este similitudine de centru O (raport 1 și unghi 

0) şi este element neutru. Inversa similitudinii S, este similitudinea 
de centru 0, raport 1|k, şi unghi — Ga. 

Observaţie. Similitudinile mai sus considerate S, şi Sa pot coincide în cazul ky =kg, 
aı=gs dar şi cînd ky=— kp Q1=n +g- Pentru a asigura unicitatea descrierii sau a des - 
compunerii S= RoH a unei similitudini se convine să se considere raportul & pozitiv , 
adică omotetia H să fie directă. 


1V.19. a) Considerăm S=RoH unde H este omotetia de centru 
O şi R rotația de acelaşi centru şi de unghi a. Deducem S(0)=0. 
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Dacă ar avea loc și S(X)=X am deduce OX=k-0X. Dacă raportul 
k al omotetiei H este neunitar egalitatea precedentă impune 0X=0 
adică O=X. Dar k=1 înseamnă S=R și prin urmare S admite și în 
acest caz un singur punct fix. 

b,c) Se demonstrează ușor ca în problema IV. 13 că omo- 
tetia H are proprietăţile enunțate. Apoi, conform problemei IV. 3, 
şi rotația R are aceleași proprietăți. Urmează valabilitatea afirmații- 
lor din enunț pentru compunerea RoH. O dreaptă xy este condusă 
prin H într-o dreaptă paralelă x,y, iar R rotește x,y, cu unghiul a 
pentru a o conduce în dreapta +'y', imagine prin S a dreptei xy. Re- 
zultă că unghiul dreptelor orientate xy ȘI x'w' este a. 

d) Un prim mod de a reconstrui Š cunoscînd 4, A”, și B, B’ este 
următorul. Dat X vom construi X'=S(X) cerînd ca triunghiurile 
ABX și A'B'X' să fie asemenea și la fel orientate. Aceasta se reali- 
zează ușor construind unghiuri orientate egale: + B'A'x'= + BAX 
și +A'B'wy'=—+ABX. Semidreptele A'x' şi B'y' ce se construiesc 
astfel sînt secante în punctul dorit X’, | 

Un al doilea mod de a soluţiona această chestiune este acela de 
a regăsi centrul O, raportul 4 și unghiul «. Remarcăm pentru început 
că a este unghiul format de dreptele AB și A'B’ iar k=A'B': AB. 

Pentru a construi punctul O vom 
presupune iniţial că dreptele AB și A'B’ 
sînt secante într-un punct K. Deoarece 
trebuie să aibă loc +AO0A'=a= + BOB! 
deducem că patrulaterele AKOA’ şi BKOB' 
trebuie să fie inscriptibile. Prin urmare O 
se va afla la intersecția cercurilor circum- 
scrise triunghiurilor AKA’ şi BKB’. 

Se constată ușor că pentru O astfel 
determinat triunghiurile ABO şi A4'B'0 
sînt asemenea. Într-adevăr +ABO= 
= x ABB'+ + B'BO= + B'OK + + B'KO= 
= + A'B'0. Analog +BAO= + B'A'0O sau 
+ AOB= + A'0B' (ca sume ale unghiului «a cu + AOB’). Proporţio- 
nalitatea laturilor triunghiurilor AOB şi A'OB' asigură OA4'=k. OA, 
OB'=k:0B Deci „similitudinea (O, &, a)” conduce A în A’ și B 
în B’. 

Construcţia indicată nu poate fi urmată cînd dreptele AB şi A'B’ 
sînt paralele. Acest caz de excepție se împarte în trei subcazuri. 

I. Dreptele AB şi A'B' sînt distincte şi AA'|BB'. În acest caz 
ABB'A' trebuie să fie paralelogram deci k=A4'B': AB=1. Simili- 
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tudinea S nu ar putea fi decît o rotaţie. Centrul ei O ar trebui plasat 
simultan pe mediatoarele segmentelor AA" și BB'. Aceste mediatoare 
sînt paralele și, pentru a exista O comun lor, este necesar ca ABB'A' 
să fie dreptunghi. Singurul punct 0 pe mediatoarea comună a segmen- 
telor AA” și BB” astfel încît unghiurile (neorientate) AOA' și BOB’ 
să fie egale este punctul de intersecţie al diagonalelor AB’ și A'B'. 
Dar în acest caz orientările celor două unghiuri (nenule) sînt diferite. 
În concluzie acest prim caz teoretic nu poate interveni pentru nici O 
similitudine S. 

II. Dreptele AB și A'B' sînt distincte tar AA', BB' secante (în 0). 
Se constată ușor cu teorema fundamentală a asemănării că în acest 
caz similitudinea S este omotetia de centru O și raport k=A4'B': AB. 

ILI. Dreptele AB şi A'B’ sînt confundate. Fie O centrul simili- 
tudinii S. Dacă O nu ar fi coliniar cu AB ar rezulta că triunghiurile 
AOB şi A'0B' ar fi asemenea și la fel orientate. Presupunerea este 
absurdă deoarece triunghiul AOA’ ar avea (în A și A’ un unghi exte- 
rior egal cu un unghi interior neadiacent (Este importantă aici și orien- 
tarea unghiurilor !). Urmează că O trebuie plasat pe AB. Deoarece 
+ AQA'=0 rezultă că similitudinea S trebuie să fie o omotetie H de 
raport k=+4+A4'B': AB (putem exclude varianta k<0 convenind să 
urmăm omotetia H de o simetrie față de 0). Să presupunem kÆl1. 
Vom pune deci în evidență punctele O,, 0. ce împart AA’ în raportul 
k (neorientat) și punctele O, 0, ce împart BB' în raportul k. Mulți- 
mile {0,, Oz) şi {0;, O2} nu pot coincide (pentru că ar coincide segmentele 
AA' şi BB! şi ar urma k=+l) deci vom avea exact un punct O în 
comun ce se impune a fi centrul similitudinii. În fine, dacă are loc 
|k]= 1 se constată ușor că similitudinea S nu poate fi decît simetria 
față de mijlocul comun O al segmentelor AA’ și BP’. 

Problema a fost astfel complet rezolvată. 

IV.20. Este ușor de pus în evidență un cuplu de similitudini 
(Sı, S:) astfel încît compunerea SoS, să fie translație şi nu rotație. 
De exemplu S; să fie simetrii (adica rotații de unghi x) față de centre 
diferite. Într-adevăr S:0S, este în acest caz translația de vector 

—— 
20,0. | 

Să considerăm acum mulțimea A alcătuită din similitudinile Și 
translaţiile planului dat și să devedim că formează grup. În acest scop 
vom explicita pentru început compunerile A=AzoA4, de cîte două 
elemente ale lui A, analizînd succesiv diverse cazuri diferind prin na- 
tura elementelor Aa, Aa. 

I. A, şi A, similitudini. Pentru fixarea notaţiilor vom presu- 
pune că similitudinea A, are centru O, raport k; și unghi a, (i=1, 2). 
Vom mai scrie A = Rio Hi = Hook: subînțelegînd că H, este omotetie 
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iar R, rotaţie de centru 0;. Vom dovedi că A=Azo A, este în general 
o similitudine (de centru 0, raport k, unghi «) dar vom pune în evi- 
dență și cazurile în care A este o translație (de vector v). 

Conform problemei IV.9 cazul 0,=0, este clarificat (0=0,, 
ki ke, e=oka). Vom presupune deci 0,40, Fie 4-(0.)=B. 
Deoarece A, este bijectivă putem găsi un punct C încât A (C)=0,. 
Sîntem astfel asigurati de egalitățile A(0,)=B, A(C)=0,. Remarcăm 
şi faptul că prin indicarea punctelor 0,, Oz, B, C cele două similitu- 
dini A, sînt complet precizate (kı=0,0; : O,C, as = + CO,0., k:=0,B : 
: 020, «a= +0,0.B). Vom demonstra în cele ce urmează că A este 
simi.itudine cu excepția cazului cînd O,BO,C este paralelogram 
(eventual degenerat în patru puncte coliniare). Acest-caz de excepție 
se caracterizează prin «,-+4,=0 și k, + k=1. Riguros vorbind putem 
separa dintre aceste excepţii o „excepţie a excepțiilor“ cînd a,=a,=0 
ŞI kı=k,=1; în acest caz A este transformarea identică a planului 
ce poate fi considerată ca translație (deci ca excepție) dar şi ca simi- 
litudine. Demonstrația va cuprinde două cazuri, excepţiile fiind ana- 
lizate pentru început. 

I.1. ŒX + Vo == 0, kı i Ra = l. Are loc A = (R:-2H,)o(H,oR,)= 
= Rso(HsoH,)oR,. Conform problemei 1V.17, în acest caz, H.oH, este 
o translație 7. Folosind problema IV.8 deducem că există o rotaţie 
Ri, de același unghi a, ca și R, astfel încît TioR=RioT,. Cu aceste 
pregătiri explicitarea de mai sus a lui 4 continuă A = RazoToR,= 
= RaoRioT,=TeoT,. Pentru ultima egalitate s-a folosit problema 
1V.9 și T, este o nouă translație. Acum A=T,oT, este evident trans- 
lație, ceea ce anunțasem că vom demonstra. 

Desigur drumul parcurs pentru explicitarea lui A permite expli- 
citarea sa ca translație. Este însă mai simplu ca, acum cînd știm că 
A este translație și conduce O, în B să afirmăm direct că A este 


e 
translația de vector 0,B. Reamintim că B=A2(0,). | 

1.2. cataa0 sau k,k,#1. Am afirmat că în acest caz A=Azc4, 
este o similitudine ce conduce O, în B=Aa(0,) și C=A31(0,) în O.. 
Dacă este într-adevăr așa, similitudinea A va putea fi explicitată ca 
în problema precedentă (punctul d). Vom presupune că măcar unul 
din unghiurile «,, a, este nenul (în caz contrar A, A, ar fi omotetii 
și conform problemei IV.17 ar rezulta în mod direct că și A este 
omotetie, deci similitudine). În această ipoteză măcar unul dintre 
punctele B, C nu este situat pe 0,0,. Vom construi centrul O al ace- 
lei similitudini S ce conduce 0,, C în B, O, ca în problema precedentă 
(punctul d), cazul generic. (Dacă ar avea loc CO.|O.B atunci Oe 
<0.,BNCO, s-ar construi chiar mai ușor decît în figura 114: acest 
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caz poate surveni cînd a+ &:=0 dar continuarea demonstraţiei nu 
este afectată). Considerăm un punct arbitrar X şi fie X'=A.(Ă), 
X"' = AX"). Deducem imediat că tri- 
unghiurile 0,XC cu 0,X'0, şi 0.ĂX 0, 
cu BX"0, sînt asemenea și la fel orien- 
tate. Putem preciza și rapoartele de 
asemănare kı şi ka pentru asemănările 
puse în evidenţă. Deducem că egali- 
tatea X"'=—A(X) se poate explicita prin : 
AO,XC este asemenea și la fel orientat 
cu ABX"0,, raportul de asemănare fiind 
kı- ka. Modul de construcţie a punctului 
O (vezi şi demonstrația în problema pre- 
cedentă) asigură că şi triunghiurile 
0,0C cu BOO, sînt asemenea (cu ace- 
laşi raport) şi la fel orientate. Rezultă 
că triunghiurile X0,0 cu X"BO (sau 
XCO cu X"'0,.0) sînt asemenea și la fel orientate (raportul de ase- 
mănare fiind Fuk,). Putem deci caracteriza X” prin: xXO0X"= 
=Q; Xa și OX" = (h.k2)0ĂX 

(Din triunghiul K0,0. obținem xCKB=a, +43; problema prece- 
dentă evidenția +0,0B= +CKB ; deoarece + X00,= xX"'OB are 
loc prima din egalitățile de mai sus). Cele două egalități permit să 
afirmăm că punctul generic X este condus prin A în punctul X” ce 
coincide cu S(X) unde S este similitudinea de centru O, raport kka 
și unghi ata. Deci are loc 4A=S$, deci și în acest subcaz Aso, este 
o similitudine. 

Revenim la analiza valorilor compunerilor 4:04, cu următoarele 
cazuri. 

II. A, = similitudine, Aa = translație T sau A, = translație T 
și A. = similitudine. Conform problemei 1V.7 are loc: A = (HaoRa)oT= 
=H,o R’ respectiv A=To(R0H)= R"'oH,, subînțelegînd că R' Și 
R” sînt rotații (de centre și unghiuri ce le-am putea explicita dacă 
ne-ar interesa). Cu ambele egalități am reușit să prezentăm A drept 
compunere de similitudini deci A va fi conform cazului I, similitudine. 

III. A, şi Aa sînt translajii. Evident, A=— Aso. va fi translație. 

Constatăm apoi ușor că transformarea identică este translație 
(în egală măsură și similitudine). Inversa oricărei „similitudini (O, k, a)” 
este „similitudinea (O, &-1, —a) și inversa unei translaţii este transla- 
ţie. Deci (A, o) este subgrup al grupului transformărilor planului. 

IV. 21. Fie S o similitudine ce conduce & (de centru C şi rază 7) 
în @' (de centru C' şi rază 7). Considerăm un diametru MN" al pri- 
mului cerc şi fie M'=S(M), N'=S(N). Pentru. X arbitrar pe cercul 
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0 trebuie să avem X'=S(X)e'. Deoarece S conservă unghiurile 
se impune să aibă loc xMXN= + M'X'N'. Rezultă de aici că M'N’ 
va fi diametru în @’. Urmează că centrul va fi condus prin S în C' şi 
că raportul similitudinii S va fi 7’: 7. 
Conchidem deci că pentru centrul O 
al similitudinii Sare loc OC’: 0C= 
=—r':7. Prin urmare aceste centre O 
de similitudini S se plasează pe un 
cerc Apolonius œt al segmentului CC” 
(Punctele comune lui €, 2' sau punc- 
tele de intersecție ale tangentelor co- 
mune exterioare sau interioare, dacă 
există, se plasează pe acest. cerc 44). 
Reciproc, oricare ar fi O pe œ si- 
militudinea S de centru 0, raport 
r’: şi unghi COC” va conduce € în 
e’. Într-adevăr, pentru X dat pe 0, X'=S(Ă) este punctul lui @ 
caracterizat de xOCX= x0C'X'’ (Triunghiurile OCX şi OC'X'’ sînt 
asemenea avînd un unghi egal cuprins între laturi proporționale). 

Observaţie. Lecul geometric s aici expus nu coincide cu locul geometric £ al punc- 
telor M din care cele două cercuri se văd sub unghiuri egale (vezi prob-lema II.8): 2 
poate conține în plus puncte ce sînt interioare cercurilor date. 

IV.22. Se va observa ușor că I este involutivă, adica Ioľ=7J, 
deci I=I-:, adica 7 admite inversă, deci este bijectivă, q.e.d. 

b) Condiţia revine la OX 2—pu?. Dacă p >0 vom nota segmentul 


de lungime V% (în raport cu unitatea de măsură 4) prin 7 și vom de- 

duce 0X2:=—7:, adica punctele fixe X se situează pe un cerc J de centru 

O şi rază r. Mai ales în literatura matematică anglo-saxonă se folo- 

sește pentru inversiunea / (în acest caz cînd puterea p este pozitivă) 

și denumirea de simetrie faţă de cercul J; justificarea acestei denumiri 

va rezulta în cap. VI. Cînd p <0 este evident că nu pot exista puncte 

X încît I(X)=X, deci locul geometric cerut este mulțimea vidă. 
c) Ipoteza I(4)=A' ne asigură că punctele O, A, A’ sînt coli- 

niare. Pentru a fixa un cadru, vom presupune 

că puterea p a inversiunii J este pozitivă, deci A 

și A' sînt pe aceeași semidreaptă ce porneşte din e 

O. (Situația A=4A' este un caz particular ce nu 

poate afecta raționamentul ce urmează). Cazul 


<0 se discută analog. ON A 77A 
Condiția ca triunghiurile OAB și OA'B' să e 
fie asemenea impune pentru început +A0B= x4 


= +B'OA'. Prin urmare B’ se poate plasa pe Fig. 116 
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semidreapta ce pornește din O și trece prin B sau pe semidreapta Ox 
simetrică precedentei în raport cu dreapta OA. Impunînd încă o ega- 
litate de unghiuri găsim exact două poziţii posibile pentru B’ încît 
triunghiurile OAB și OB'A' să fie asemenea (cealaltă poziţie este no- 
tată pe figură prin B”). Condiţia suplimentară ca triunghiurile OAB 
şi OB'A' să fie diferit orientate impune situarea lui B’ pe semidreapta 
ce porneşte din O și trece prin B (B* este astfel unic determinat). 
Scriind apoi proporționalitatea laturilor ce pleacă din O din cele două 
triunghiuri obținem și OB - OB’ = OA. OA’ adica B'=I(B). Impli- 
caţia reciprocă, B'=I(B)=AOA B-AOB'A' este evidentă. 

d) Din asemănarea pusă în evidență la punctul precedent vom 
obține : | 


A'B'=ABÎE = aB ŻE. 
OB OA-0B 


Se constată deci că distanța A'B’ nu este în general egală sau propor- 
țională cu AB. Dacă înlocuim unitatea de măsură 4 cu o unitate 


1 : i x BORO 
dir -u va trebui ca în formula de mai sus să amplificăm prin + 


mărimile AB, 04, OB ; după ce înlocuim și u=ku' vom constata 


că şi mărimea A'B' se amplifică prin același factor F&. 
Începînd din acest moment vom omite să mai precizăm uni- 
tatea de măsură «u. 


IV.23. a) Enunţul ne sugerează să abordăm separat situaţiile 
cînd O aparţine sau nu dreptei d. 

I. Dacă O este pe d, atunci orice punct X de pe d (dar diferit 
de 0) va fi aplicat de Z în punctul X' situat de asemenea pe d şi va fi 
distinct de Ô. Reţinem deci I(ÎN(O)C 4N {0}. Incluziunea inversă 
rezultă analog și prin urmare locul geometric cerut de enunț este 
dreapta d din care se exclude punctul O. 

II. Să presupunem acum că O nu este situat 
pe d. Fie A piciorul perpendicularei coborită din 
O pe d şi 4'=I(4). Faptul că un punct X al pla- 
nului este'pe d revine la x0OAX=90. Conform 
punctului c) al problemei precedente condiția 
X'=I(X) impune ca triunghiul 0A'X’ să fie ase- 
menea cu OXA și prin urmare +O0X'A'=90%. De- 
ducem de aici că pentru X pe d, X’ se va situa pe 
un cerc D de diametru OA’ (fără a putea coincide 
cu 0). Reciproc, pentru X’ pe D (şi X'#0) consi- Fig. 117 
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derăm X e0ă'Nd, ne convingem că triunghiurile OAX și OX'A' 
sînt asemenea (au unghiuri egalc), deci laturi proporționale. Urmează 
imediat ÒX . 0X'=0A- OA”, deci X'=1(X). Ne asigurăm astfel că 
orice punct X’ diferit de O al cercului Ø este punct al locului gcome- 
tric. Putem deci conchide : 1(4)=' DO). 

Vom accepta și formularea „o inversiune transformă o dreaptă ce nu 
conţine centrul într-un cerc ce trece prin centrul inversiunii“ deși 
această formulare încă nu este pe deplin corectă deoarece permite să 
gîndim că centrul inversiunii este imagine a unui punct de pe dreapta 
dată. 

b) Vom distinge și aici două cazuri. 

I. O este situat pe dreapta AB. Conform consideraţiilor de la 
punctul precedent, cazul I, vom conchide ușor că imaginea prin J a 
segmentului AB este: 

— un segment A'B’ cînd O nu aparține segmentului închis AB 

— o semidreaptă A'x (sau B'y) cînd O coincide cu B (sau A) 

— exteriorul unui segment închis A'B' cînd O este între A și B 
(se subînțelege I(4)= 4” și 1(B)=B”). 

II. Cînd O nu este situat pe dreapta AB imaginea prin J a seg- 
mentului AB este un arc de cerc. 

c) I(Ax) va fi o semidreaptă sau un arc de cere după cum O este 
sau nu pe dreapta suport a lui Ax. 

d) În cazul cînd cercul E trece prin O, conform celor spuse la a 
vom conchide ușor că locul geometric al punctelor X’, adica 7(0N (0)) 
este o dreaptă d ce nu trece prin O. 

Pentru cazul cînd O nu este pe € vom considera dreapta prin O 
și prin centrul C al lui 8, dreaptă ce va tăia cercul dat în punctele 
A, B. (Fig. 118). Fie A”, B’ imaginile lui A, B 
prin inversiune. Pentru un punct arbitrar X 
al planului și pentru imaginea sa X'=/ (X) 
vom avea conform punctului c) al problemei 
IV. 22: AOAX=A0X'A' şi AOÔBX~AOB'X'. 
Vom deduce astfel: + B'X'A4'= +0X'A4'— 
— +OĂ'B'= x0AX — +O0Bă= x AXB. 

Acum putem reformula condiția Xe 

Fig. 118 prin + AXB=90° pentru a deduce că pentru 

puncte X’ ale locului are loc + B'X'A=905, 

deci că aceste puncte X’ se plasează pe un cerc @' de diametru 

A'B'. Datorită involutivităţii lui Z vom constata ușor că 0' consti- 

tuie locul geometric căutat, adica are loc egalitatea I(0)=8' şi nu 
doar o incluziune de mulţimi. 
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Considerăm utilă caracterizarea cercului 2” prin explicitarea cen- 
trului său C, și a razei sale 7 în funcţie de elementele inversiunii I şi 
de cercul @ (de centru C și rază r). Presupunînd că puterea p a lui Z 
este pozitivă vom deduce : 


—  OA4'+0B'_| | Cc ÒC 
(1) RAE (2 2 O 
| 2 2l04 0B) OA40B (0) 
(2) sai OA —0B'j=1 Ps Poli EE A 4883 _|2:7 
BA 2|04 OB| |OA:08B (0) 


(am notat prin € (0) puterea lui O faţă de €) 

e) Consideraţiile de la a) şi d) permit să afirmăm că imaginea 
prin inversiunea 7 a punctelor unui arc de cerc (arc ce nu conține 
centrul O al inversiunii) este un segment sau un arc de cerc. 


f) Fie d dreapta ce separă un semiplan s. Dacă Oed vom cons- 
tata că I(s) este tot un semiplan separat de aceeași dreaptă d (chiar 
s dacă p >0, semiplanul „opus“ din caz contrar). 

Cînd O nu este pe d vom considera cercul D (ce trece prin 0) şi 
conține punctele din I(4) . Se va constata ușor că I(s) este interi- 
orul sau exteriorul lui 2 după cum O este exterior sau conținut 
în s. 

Considerăm remarcabilă îndeosebi prima alternativă: o mulţime nemărginită 
(semiplanul s) este transformată într-o mulțime mărginită). 

1V.24. a) Definiţia este practic aceeași, schimbarea domeniului 
de definiţie (și implicit a domeniului valorilor) funcției Z fiind preci- 
zată în enunț. Demonstrația involutivității (și deci și a bijectivității) 
lui J este aceeași. 

b) Vom considera un plan = ce trece prin O; restricția 1. a lui 
I la mulțimea =N {0} este tocmai transformarea definită în problema 
IV.22. Vom constata deci că I invariază un astfel de plan 7. 

Considerăm în continuare un plan o ce nu trece prin O şi fie A 
piciorul perpendicularei din O pe acest plan, A'=I(4). Pentru a re- 
duce studiul configurațiilor spaţiale la analize de configurații plane 
vom considera un plan generic m ce trece prin OA. Fie d, dreapta 
de intersecţie a planelor o şi æ. Folosind notații evidente vom constata 
că I(da) coincide cu I„(d2) şi este un cerc 0, de diametru 0A’, con- 
ținut în planul x, din care se exclude 0. Rotind acum planul v în ju- 
rul dreptei OA vom constata că I(o) este figura rezultată prin rotirea 
lui 2, în jurul dreptei OA”, adică o sieră & de diametru OA”, figură 
din care excludem punctul O. 
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Un raționament analog ne asigură că imaginea prin I a unci 
sfere $ este: — un plan dacă 0eg: — o sferă dacă OES. 

Considerațiile din problema precedentă permit caracterizarea 
planului sau sferei /($). 

Să considerăm acum un semiplan s separat de o dreaptă d în ca- 
drul unui plan z. În cazul că O-s-ar situa în z am avea evident J (s) = 
= Îa(S) și răspunsul ar urma ca la punctul f) al problemei precedente. 
Vom analiza în continuare cazul. mai interesant cînd O nu este în r 
(deci nici pe dreapta d). Vom pune în evidență o sferă $ ce trece prin 
O astfel încît Z(z)=8N {0} și planul o ce conţine punctul O și dreapta d. 
Vom constata ușor că /(S) este o calotă K delimitată de planul w pe sfera £ 

Deși enunţul nu solicită, vom explicita (pentru a utiliza ulte- 
rior) imaginea U’ prin inversiunea 7 a unui semispațiu U, adică a 
punctelor ce se găsesc de o anume parte a unui plan u. Reducînd ca 
mai sus problema la considerații de geometrie plană expuse la punc- 
tul f al problemei precedente vom coustata : 

— U’ este un semispaţiu delimitat de u în cazul cînd Ceuy (şi 
U'=U dacă și numai dacă puterea $ a inversiunii 7 este pozitivă). 

— U” este exteriorul sau interiorul sferei I (u) după cum O este 
în U sau este exterior și lui U și planului separant u. 

Vom considera acum o calotă K drept intersecţie a unei sfere 8 
cu un semispațiu U, vom pune în evidenţă $'=/7 (8), figură ce este în 
situație generică sferă dar poate fi și plan precum și U'=/7(U). Vom 
deduce ușor I(K)=8'NU'. : Continuarea explicitării mulțimii imagine 
nu ma! prezintă dificultăți. 

Comentariu. Să considerăm o inversiune I a spațiului S avînd ca centru un punet 

N și conseruînd un punct O. Fie n Planul perpendicular în 

N=T' O pe NO şi S sfera de diametru NO. Conform celor de mai 

sus există o restricție J a aplicaţiei I ce constituie o 
bijecție de la mulțimea = la mulfimea ININ}. 

{Inversa acestei aplicaţii J, este o aplicalic ce o vom 
nota prin P si constituie de asemenea o restricție a aplicației 
1). Avînd precizat domeniul şi codomeniul funcției J, defi- 
nirea imaginii Z’ a unui punct Z din m este imediată: Z 
va fi caracteriza! prin apartenența sa la dreapta NZ. Func- 
tia P=] este cunoscută sub denumirea de proiecţie ste- 
reografică si a fost utilizată pentru a reprezenta pe un flan 
regiuni ale globului terestru (suficient de bine aproximat 
de o sferă). Să ne inchipuim acum planul n materializat 
printr-o membrană elastică şi să privim operația de trecere 
a punctelor Z în puncte Z'=](Z) drept o deformare a 
Planului pentru a „îmbrăca“ sfera S: un singur punct al lui S, anume N, va rămâne astfel 
neacoperit. Să ne mai închipuim că am adăugat Planului z încă un punct T. Eatinz nd 
aplicația J vom asocia lui T punctul T'=N; aplicația astfel extinsă va fi notată prin f 
Putem păstra și pentru f exprimarea geometrică a corespondenței numai dacă ne închipuim 
“că T este plasat „undeva la infinit în planul z“. Dar acest „undeva“ se va mai nuanța dacă 
vom observa că orice dreaptă d din planul x va conține punctul T. Imaginea prin Ja dreptei 
d se obtine intersectînd sfera S cu Planul prin N şi d, deci este un cerc prin N=T". 


Fig. 119 


TRANSFORMĂRI GEOMETRICE—SOLUȚII IV. 24—25 125 


„Planul“ obtinut adăugind T lui n se numește plan Mâbius-Gauss. Din cele de mat 
sus ne vom imagina un astfel de plan drept imagine prin „proiecția stevreografică P“ a unei 
sfere S (din care nu mai excludem nici un punct N ; ghilimelele se referă la faptul că acum 
ne referim la o funcție ce extinde P). 

Fie acum un cerc C în planul m: să ne imaginăm E ca intersectie înlre 7 si O 
sferă 5. Este convenabil să alegem Y încât să treacă prin N și acest deziderat este realizabil. 
(Centrul O' al sferei È se va lua la intersectia între perpendiculara ridicată pe planul x în 
centrul C al lui È și planul mediator al unui segmen? NX cu X €C). Imaginea prin inver- 
siunea I a sferei È va fi un plan o (perpendicular pe dreapta NC'). Imaginea prin I, J 
sau f a lui C va fi dată deci de intersecția între S si o. Această intersecție este nevidă deoarece 
va contine imaginea X ! a unui punci arbitrar X de pe E: acelasi raționament ne va asigura 
chiar că o este secant si nu tangent lui $ (vom considera și YZX pe €, Y'=I(Y), Y EX', 
etc). Prin urmare imaginea prin f a lui O este un cerc @' situat pe $. Este usor de constatat 
că punctul N = T' nu este pe Œ (căci ar fi situat și pe o ce ar fi imagine prin I alui însuși 
si nu a unei sfere D. 

Putem deci caracteriza laolaltă dreptele si cercurile din planul lui Möbius-Gauss 
astfel : slînt mulțimi de puncte ce au drept imagini prin f, cercuri situate pe S. Deosebirea 
între drepte d şi cercuri C apare acum ca un detaliu : f (d) contine N iar f(C) nu conține 
acest punct. Pentru a nu mai recurge la functia f cînd marcăm această deosebire putem sesiza 
că dreptele d contin T iar cercurile C nu îl contin. A apărut ast el o primă justificare a con- 
siderării unor plane Möbius — Gauss p=TU (T). 

Să considerăm acum o inversiune I de centru O a unui plan nsi să încercăm să o extin- 
dem la o bijectie I+ a planului M Sbius-Gauss u. Vom defini în mod natural 1+(0)=T şi 
1+(T)=0. Conservăm astfel şi caracterul involutiv al transformării. Caracterul natural al 
extensiei provine din faptul că egalitatea de initorie pentru X' =I (X), anume OX’ OX = pu? 
va obliga pe X' să tindă la infinit încît X tinde spre 0. 

Putem chiar afirma că I; este o aplicație continuă a lui u dacă ne definim în mod 
convenabil conceptul de vecinătate în p a lui T. În acest scop vom cere ca aplicația mai sus 
introdusă f să fie continuă, fapt ce revine la a spune că vecinătățile lui T sînt acele regiuni 
ce conțin T şi sînt exterioare unor cercuri ale planului n. 

Am constatat că în planul lui Mâbius-Gauss y deosebirile între cercuri și drepte sint 
nesemnificative. Vom mai semnala încă un avanta) adus de introducerea acestui concept. 
Dacă am inventa un termen comun pentru drepte şi cercuri, de exemplu drecer, am putea 
rezuma conținutul problemei IV.23 prin fraza : Imaginea prin 7+ a unui drecer 6 este un 
drecer 8'. Am constata apoi 0eseTeă şi Tege0eă' pentru a putea exclude din 
fraza de mai sus termenul „drecer“ explicitindu-l convenabil. 


IV.25. Fie I inversiunea de centru O și putere p. Să presupunem 
că am găsit un cerc @ astfel încît I(@€)=@. Desigur că O nu este pe e 
deoarece am constata că J(@) este dreaptă şi nu cerc. Fie C, r centrul 
și raza lui 8. În conformitate cu. explicitările date în formulele (1) 
și (2) din soluţia problemei 1V.23 vom deduce că 1(0)=0 este reali- 
zată atunci cînd p=0(0), adică puterea in- 
versiunii să fie cgală cu puterea lui O în ra- 
port cu cercul 0. În cele ce urmează vom 
explicita această condiție. 

În cazul cînd p>0 vom considera și cer- 
cul 3 al inversiunii (centrul său fiind O și raza 
0OT=)p). Condiţia pusă în evidență devine 
OT:=0C:—r2. Vom deduce ușor că putem Fig. 120 


GEOMETRIE CI 


126 RCUMSTANȚIALĂ 
ÎN in ii 


considera că punctul T este și pe 0, deci CT=r Și egalitatea de 
ma! sus exprimă prin teorema lui Pitagora +OTC=900. Această 
egalitate se interpretează prin proprietatea lui @ de a fi ortogonal 
cu T. (Fig. 120). 

În cazul cînd <0, vom considera 
puncte F, F’ situate pe perpendiculara în 
O pe dreapta OC astfel încît OF=0F'= 
=V—2. Acum condiția p='@(0) se exprimă 
prin 7:=0F2:+0C: şi se interpretează prin 
faptul că € trece prin punctele F şi F’, dia- 
metral opuse în cercul 3(0,/—5). (Fig. 121). 

Să menționăm în final că am presupus 

Fig. 121 tacit pînă acum că are loc O#C. În cazul 

O=C, condiția analizată se explicitează prin 
|P!=0(0) și ne oferă drept soluţie suplimentară soluția 2= —0(0). 
În acest caz raza ra lui € va satisface r:=p. Pentru p >0 obținem și 
cercul J al inversiunii drept soluție a problemei. Cazul p <0 nu oferă 
cercuri soluție noi (dar nu exclude cercul de diametru FF” ce nu putea 
fi considerat mai sus deoarece nu am fi ştiut ce să înțelegem prin 
dreapta OC). 

1V.26. În cursul acestei probleme vom considera că cercurile date, 
€, D, au centre C, D şi raze 7, g. Inversiunca T are po'ul O și putere 
$. Imaginile prin 7 ale cercurilor 2, 2 vor fi notate cu o, D' (enunţul 
ne permite să considerăm că O nu este pe niciunul dintre cercurile 
date, deci 0', D’ sînt cercuri și nu drepte). Centrele cercurilor trans- 
formate se vor nota prin C,, D, iar razele lor prin 7”, g'. Pentru a ne 
preciza poziţiile punctelor C,, D, și mărimile 7”, g' vom folosi formulele 
(1) şi (2) din soluţia problemei IV.23. a). : 

a) Egalitatea 7'=g' se explicitează prin 
I2(0)|=|2(0)|. și se ramifică în: 2€(0)=2(0), 
adică O se găsește pe axul radical al cercu- 
rilor €, D şi 2(0)=—D(0), adică O se găseşte 
pe un cerc € avind centrul în mijlocul segmen- 
tului CD (Vezi problema I1.8.b) și figura 122). 

b) Vom presupune că 2, D nu sînt concen- 
trice, deci C#D ; condiția din enunţ revine la Fig. 122 
Cı=D,. Dar C, este pe dreapta OC, D, pe OD 
Și, deoarece situația C,=D,=0 este irealizabilă, vom deduce că 
dreptele OC, OD coincid adică O trebuie căutat pe dreapta cen- 
trelor CD. 
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: — AR „„ OC oD 
Acum condiția Ciı=D, revine la ỌC,=0D,, adică 210) = D0) 


Vom nota CD=d și vom arăta că egalitatea dedusă permite deter- 
minarea unui număr real OC=x. Egalitatea considerată devine 
x [(x-+d)2—q2]=(x+d)(a2—7?), sau 


1) da + (d?+r°—q°)r+dr°=0. 
Discriminantul A al acestei ecuaţii de grad II este dat de 
A= (aer —q9)2— der = dr) ellarda) 
+r—q)(d—r+9)(d—r—49). 


Se constată ușor că A >0, ca urmare a condiţiei că cele două cercuri 
nu sînt secante (condiţia de tangenţă a cercurilor date ar fi pentru 
moment acceptabilă, ea impunind A=0, etc.). Prin urmare (1) admite 
rădăcini reale. 

Demonstrația încă nu este încheiată ; trebuie să arătăm că (1) 
admite soluţii ce nu permit anularea unuia sau altuia dintre numitorii 
2(0) sau 'D(0). Printr-un calcul algebric simplu se arată însă că (1) 
admite soluţie comună cu ecuația x2—7*=0 dacă şi numai dacă A= 
—0. În acest caz însă cele două soluţii ale ecuaţiei (1) coincid și nu 
putem accepta niciuna. Din motive de simetrie, calculul nu trebuie 
reluat şi pentru (++4):—g92=0. Am constatat astfel că atunci cînd 
C, D sînt disjuncte există exact două centre O de inversiuni ce co- 
centricizează cercurile date. 

Cazul omis din consideraţie, C=D, se abordează ușor ; în acest 
caz va rezulta imediat că, luînd 0O=C=D cercurile, €’, D’ sînt 
concentrice. 


Observajii. 1. Puterea p a inversiunii ce realizează dezideratul din enunț este 
arbitrară dacă centrul inversiunii este convenabil ales. 

2. Condiţia, ca cercurile distincte E, D să fie disjuncte nu este numai suficientă 
ci şi necesară pentru existenţa inversiunii 1 ce transformă aceste cercuri concentrice. 
Într-adevăr dacă C, D au în comun un punct X şi cercurile E', D' vor avea în comun 
punctul X’ =1(X) : ele ar mai putea fi concentrice doar dacă C'=D', adica C=®, situaţie 

exclusă. 


c) Va avea loc 0'=-D dacă și numai dacă C,=D şi r'=g. Prima 


"egalitate impune şi plasarea lui O pe dreapta CD. (Cazul C=D, uşor 


de studiat, va fi omis aici). Condiţia 0'='D revine deci la: 
OC,=0D adică p-O0C=0D :0(0) şi 
r'=g adică l] -r=q ; 1840) 
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Împărțind membru cu membru egalitățile deduse și trecînd la 
valoare absolută vom obține OC:0D=r: g. Prin urmare va trebui 
să analizăm dacă putem lua O unul dintre centrele de omotetie (di- 
rectă sau inversă) ale celor două cercuri). Se constată ușor că ambele 

i puncte O astfel determinate sînt centre ale 
cîte unei inversiuni 7 ce realizează condiţia 
enunțată. 

IV.27. Fie 7 o inversiune de centru A 
și putere 4 >0. Vom nota cu B’, C’, D'ima- 
ginile prin Z ale punctelor B, C D. Ipoteza că 
ABCD este convex se exprimă prin: semi- 
dreapta ce pleacă din A și trece prin C, C’ 
este interioară unghiului BAC (unghi ce se 
0 confundă cu +B'A'C”) 

Fig. 123 a) B, C, D se găsesc pe un cerc ce 
trece prin A dacă și numai dacă C’ este pe 


segmentul B'D' ce constituie imaginea prin 7 a arcului BCD 'de 

pe cercul circumscris triunghiului ABC. Deci, condiţia ca ABCD 

să fie inscriptibil revine la 

(1) B'C'+C'D'=B'D'. 

Înlocuind aici distanţele conform problemei 1V.22. d) vom obţine 
$: BC PCD _ P:BD 


AB-AC  AC-AD AB-AD 


adică tocmai relaţia lui Ptolomeu : 


(2) 


(3) | BC- AD+AB-CD=BD.-AC| 


b) În situaţia generală (cînd ABCD nu este neapărat inscriptibil) 
punctele B’, C’, D’ nu vor fi neapărat coliniare și în locul egalităţii 
(1) vom avea: : 

(15 B'C'+C'D'>B'D'. 
Procedind ca la punctul a) vom transcrie această inegalitate sub 
forma dată în enunț. 

c) În ipoteza că ABCD este inscriptibil, deci C’ este pe latura 
B'D' a triunghiului AB'D' vom obţine conform relației lui Stewart 
(4) B'B:-C'D'+D'A2:- B'C'=C'A:-B'D'+B'C'.C'D'-B'D' 


Prin transformări evidente egalitatea devine 
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pe PCD _ $, $:BC_ _ $. p-BD  p*BC-CD-BD 
Jm ACAD "AD: 4B AC AC AB-AD AB ACAD 
După eliminarea numitorului și suprimarea factorului p? obținem 
 AC-(4D-CD+AB-B0)=BD (AB -AD+BC CD), etc. 
Atragem atenția că demonstraţia de mai sus nu poate fi „inver- 
cată“ deoarece relația lui Stewart (4) nu conduce la coliniaritatea 
punctelor B’, C', D’. 


Iată și o demonstrație geometrică directă a celei de a doua teo- 
reme a lui Ptolomeu. 


-m 2 a 


1 —— = 

DI CI CD” BI IC BC 
Fnlosind aceste egalități vom decide : | 
AC AI IC AD, CD AD: AB+CD:CB 


— 
— 


BI BI BI BC 4AB AB- BC Fig. 124 
BD _ BI ID BC a CD BALBO FDA DE 
4I AL AI AD AB. AB-AD 


Împărțind membru cu membru aceste egalități şi folosind din nou 
AI: BI=AD: BC obținem concluzia dorită. 
Pentru reciproca teoremei a doua a lui Ptolemeu furnizăm o de 
monstrație trigcnomelrică. Observăm A-+C >180°=cos A+ cos C=2: 
A+C __A 


—C pi îi PARI 
. COS ri (Oe <0. Folosind teorema cosinusului în triunghiurile 


ABD şi CBD, în cadrul ipotezei A +C >180%, obținem (a2-+d)bc4- 
+ (p2+cad <e:(ad + bc), notațiile fiind cele sugerate de figura 124. Dar 
membrul I se descompune în (ac+bd)(ab+cd) și în baza inegalităţi lui 
Ptolemeu este minorat de ef(ab+-cd). Obținem astfel inegalitatea : 


` | f(ab+cd) <e(ad4+-bo). | 


Deci, dacă are loc A+C > 1807, nu poate avea loc egalitatea a doua a lui 
Ptolemeu: Pe de altă parte, din A+C<180 ar urma B+D>180 și 
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analog ca mai sus am obține inegalitatea strictă opusă celei încercuite 
Singura variantă ce rămîne este A+C= 180%, adică ABCD înscriplibil. 


Comentariu. Demonstrarea prin metode trigonometrice 

a primei teoreme a lui Ptolemeu este imediată. Dacă notăm 

cuO şi R centrul şi raza Cercului circumscris patrulaterului 

ABCD, x40B=2a, x BOC=25, xCOD=2c şi xDOA =2d, se 

constată uşor a+b-+c-+d= 180, AB=2R «sin a, BC= 2R:sin b, 

CD=2R sinc, DA=2R sin d, AC=2R sin (a+bd), BD=2R. 

*sin( +c) şi prima teoremă a lui Ptolemeu devine simplă identi- 
tate trigonometrică, condiționată. 

Trebuie însă semnalat că pentru Claudiu Ptolemeu 

Fie. 125 (Alexandria, 2 100— 168 e.n.) problema se punea exact invers. 

18.149 În studiile sale de astronomie şi geografie C.P. a avut nevoie 

de o tabelă a sinusurilor (din 15 în 15"); pentru a o realiza (cu 

precizia remarcabilă de 1075) a trebuit să descopere formule de calcul pentru sinusul 

diferenţei şi sumei, deci să demonstreze geometric teoremele ce îi poartă şi astăzi 

numele. 


1V.28. Vom nota centrul inversiunii I prin O, centrul lui C prin 
C, raza acestuia prin R. Vom mai nota prin $? puterea inversiunii 7. 
Explicitarea enunțului se face 
în mod distinct conform ur- 
mătoarelor patru situaţii po- 
sibile : 
I. 0£0, 0Oed; 
II. Ce, Oa; 
III. O2, Oed; 
IV. 08, Oed. 
Vom examina succesiv aces- 
te situații. 
I. În acest caz €=7(0) 
va fi un cerc cu centrul în E O 
iar F=1(d) va fi un cerc de 
diametru OB’ unde B'=/(B) 
iar B este proiecția lui O 
pe d; fie F centrul acestui 9ZT Sid 
cerc. Unghiul «' format de 
tangentele în A' la € și F este evident a' = 180° — FA'E= 
== 180”— + FA'0— +O0A4'M'— + M'A'E=180°— + FOA’ — 3 OMA — 
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— 3 A'M'E=180°— + BOA — + OMA —(180%— xOM'A')= xOM'A'— 
— + BOA— xOMA = ¥0AM -— + BOA— +OMA (Au fost considerate 
puncte M €0C şi M'=I(M); de două ori s-au folosit egalități pro- 
venite din asemănarea triunghiurilor OAM şi OM'A' ce a fost 
stabilită și în problema 4.22. d). | 

Explicitarea ce a fost făcută pentru a' în această primă etapă a 
permis eliminarea inversiunii J; în continuare se impune să eliminăm 
din această expresie punctul auxiliar M. Obţinem : 


a'= xOAM— x BOA — +OMA= x0AC+ ¥CAM— ş BOA— 
— xCMA= ¥0AC— + BOA. 


Ne reamintim că scopul ce ni-l propusesem era acela de a dovedi 
o egalitate a'=a. Urmează deci explicitarea unghiului «. 

Reluăm cu numărul 127 detaliul ce mai 
prezintă interes din figura 126, completîndu-l 
cu tangenta AT în A la 0 (unde T este pe 
OB). Constatăm «= x TAB = + CAB — 
— %CAT = %¥CAB—90°= +CAB— + A0B— 
— + O0OAB= ¥C40— x A0OB. 

În acest moment se constată ușor ega- 
litatea dorită «'=a. 


Observaţie. Această primă etapă este cea mai impor- 
tantă în problemă ; bazindu-se pe această egalitate putem 
definitiva soluţia cu un raţionament de următorul tip. , À 
Unghiurile «' şi « depind în mod continuu de poziția Fig. 127 
punctului O în planul configurației (€, d). Deci funcția 
continuă «'—a este constant nulă pentru orice poziție a lui O în mulțimea deschisă 
ce se obţine eliminind punctele lui E şi cele ale lui d din plan. Rezultă deci că egalitatea 
a' =g va, avea loc şi pe închiderea domeniului considerat deci pentru O variind în întreg 
planul. Conchidem astfel valabilitatea enunţului în cazurile II şi III. Fixăm apoi O pe € 
şi constatăm analog că a'—a, este funcţie continuă de poziţia lui d cit timp O &d. Poate 
fi util să înlocuim argumentul d prin punctul X EOC) d care să varieze doar pe dreapta 
OC. Prin trecere la limită ne asigurăm de valabilitatea egalității œ =q şi cînd O €d, adica 
X =0, deci pentru situația 4. Am expus însă aici doar o schiţă de demonstrație. Pentru 
a-i asigura rigoarea trebuie să precizăm la ce topologii ne referim cind folosim conceptul 
de continuitate şi să dovedim afirmaţiile că funcţiile &' şi « sint continue. Aceste etape 
auxiliare sînt mai mult lungi decit dificile și, în actuala programă de învățămînt, accesi- 
bile elevilor doar ca idee şi nu neapărat ca detaliu. 


„II. În afara punctelor B, B’, C definite în cazul I mai considerăm 
acum: D diametral opus lui O în 0, D'=/(D), F situat pe OB și pe 
mediatoarea lui QA’. Acum 4=1(0) este dreapta A4'D' iar F =I(4) 
este cercul de centru F și rază FO. Considerăm şi punctul M în care 
d taie A'D'. Pentru a ne referi la tangentele în A'la F şi în A la 0 con- 
siderăm puncte P’ și P pe aceste tangente. Obţinem (Fig. 128): 
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Fig. 129 
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«'= x P'A'M = + FA'M—900= 
=x FA'0+ x0A'M—90°= ¥F0A'4 
+x A'OD'+90°)—90°= + BOA + + AOC. 
Pe de altă parte avem analog : 
a= x PAM= + CAM —90°= xC40+ 
+ xOAM—90= xCO0A+(x4AOB+ 
+90°)—90°= x COA + + 40B. 


Se constată acum direct că are loc 
egalitatea dorită «'=g«,. Pentru completa 
rigoare a raționamentului se impune să 
observăm că punctul M a intervenit 
doar pentru a identifica laturi 'de un- 
ghiuri: cazul cînd d| (adică d este 
perpendicular pe diametrul prin O al 
lui 0) nu afectează decît notația din 
demonstrația de mai sus. | 

III. Spre deosebire de cazul I, aici 
d este propria sa inversă, deci (F=d. 
Centrul -O al inversiunii poate fi evident 
prezentat şi ca centru de omotetie di- 
rectă a cercurilor @ și £. Vom consi- 
dera și al doilea punct de intersecţie, 
A”, între d şi £ (În cazul cînd d este 
tangent la E, se impune A'=T', A=T iar 
unghiurile «æ și æ’ sînt evident nule). 


- Unghiurile formate de d cu € în A! şi 


A” sînt evident egale iar unghiurile din 
A şi A” se corespund la rîndul lor în 


omotetia de centru O și raport OE : OC, 
deci sînt egale. l 

IV: În această ultimă situație are loc 
=d iar E este o dreaptă perpendicu- 
lară pe OC. Unghiurile envisajate de 
enunț, «' şi a sînt egale în calitate de 
unghiuri corespondente. 

Afirmația din enunţul problemei a 
fost astfel demonstrată în toate cele 
patru situații posibile, deci este totdea- 
una adevărată. 
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IV.29. Fie O centrul inversiunii 7. Seimpune să analizăm separat 
următoarele situații : | 

J. O este situat pe ambele cercuri €, 2. 

II. O este situat pe unul din cercuri dar nu și pe celălalt. 

III. O nu aparţine nici unuia din 
cercurile date. 

Vom analiza succesiv aceste cazuri : 

I. În acest caz (fig. 131) €’ și D' 
vor fi drepte perpendiculare pe diame- 
trii OC şi OD ai celor două cercuri. 
Unghiul œ format de cercurile date are 
laturile paralele cu 0” respectiv D’ ceea 
ce dovedește afirmaţia din enunț. 

II. Această situație a fost ana- 
lizată în problema precedentă, cazul 
generic J, privită însă „în sens invers“. 

III. Vom considera (fig. 132) puncte: 
M pe @ și OC, N pe D şi OD precum 
şi imaginile M’, N’ ale acestora prin 
I. Constatăm : 


¥CLA'Dı= + C44'0— x D410. Dar ¥C,A'0= xC, A'M'+ 
+ x M'A'O0= 4" M'Cu xM'A'O0= x M'A'O+ x 40M'+ 
+ z M'A'0=2 ¥ M'A'0+ x AOC=2 ¥ AMO+ x 40C= x ACO + 
4+ ¥40C=180°— x0AC. 


Fig. 131 


Fig. 132 


Folosind și egalitatea analoagă +D.4'0=180”— xOAD, din 
prima egalitate de unghiuri dedusă obținem: %C,4'Dı= 
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= x C,4'0— x D4'0=(180%— x0AC) — (180 — x 04D)= x QAD — 
— ¥0AC = +CAD. Egalitatea dedusă +C,4'D,= +CAD implică 
egalitatea suplimentelor acestor unghiuri, adică ceea ceam nota: 


x (€, 2)= (0, D7] 


Observaţie. Deși formulate separat, această problemă împreună cu precedenta consti- 

tuie o unitate ce s-ar putea pune în evidență prin formularea : inversiunea conservă 
i unghiurile sub care se taie drepte sau cercuri. Se poate 

O - folosi aici şi termenul „drecer“ introdus în problema 1V.24. 


IV.30. Fie 7 centrul (imaginar) al rom- 
bului PĂQY. Deoarece OPQ și XPỌ sînt tri- 
unghiuri isoscele, deducem că O, X, I (și Y) 
sînt coliniare. Notăm 0P=00=p şi PX= 
X0=0Y=YP=a. Obţinem : 0X-0Y=(0r— 
—IX)(0OI+IX) = 01: — IX: = (0Q2 — Q12) — 
— (40:2—01)=0Q2— XQ? = p? — a. Am do- 
vedit deci că O, X. Y sînt coliniare și 0ă.: 
-OY =p2—a?, prin urmare inversiunea dorită 
are centrul O și puterea p2—a2. 


Descoperirea acestui instrument a condus la soluţionarea unei probleme la prima 
vedere ciudată dar foarte profundă. Compasul, ca instrument existent fizic permite evi- 
dent trasarea unor cercuri. Chiar dacă unele compase au uşoare neajunsuri tehnice putem 
să presupunem realizat un compas „perfect“ (fără nici un joc al articulației, virful intrînd 
în planşetă o adincime constantă în timpul trasării şi rotindu-se într-o gaură cu secţiune 
perfectă rotundă). 

Cu totul alta este situaţia riglei. Practica, impune în primul rînd să renunțăm la 

instrumentul ideal (infinit de lung) şi apare problema dacă există în natură sau putem 
noi confecţiona, (sau macar trasa) un prim segment de dreaptă. Acceptarea traiectoriei 
rectilinii a unei raze de lumină este discutabilă din punct de vedere fizic (teoria relati- 
vității generalizate a lui Einstein de exemplu neagă caracterul ei rectiliniu din geometria, 
euclidiană) şi ineficientă deoarece nu putem materializa urma continuă a fotonului în 
mişcare. ; 
Este drept, cunoaştem modalități de verificare practice a „uniformității“ unei rigle 
{cu raza vizuală, cu firul în plumb, prin trasarea cu o riglă dată a „dreptelor“ orientate 
AB şi BA şi verificarea coincidenţei lor, prin glisarea unei rigle de-a lungul unui „negativ“ 
al său etc. Dar problema nu este de a verifica ci şi de a trasa şi niciuna din metodele fizice 
cunoscute nu ar putea să ne asigure că segmentul considerat aparţine unei drepte eucli- 
diene şi nu unui cerc avind raza de cîțiva... ani lumină. 

Fiind dat inversorul lui Peaucelier vom putea presupune desenat un cerc C şi că 
virful O al inversorului este plasat într-un punct al circumferinței. Din punct de vedere 
ideal cînd X va parcurge un arc al cercului C, Y va parcurge un segment ce este în mod 
teoretic vectiliniu. Deci prezenţa inversorului şi a compasului asigură existența unui 
segment de dreaptă „al initio“ care permite apoi trasarea a oricite segmente. 


Fig. 133 


CAP. V 


GEOMETRIA DISTANȚEI 
S 1. ENUNȚURI 


V.1. Se dă o suprafaţă S și două puncte A, B ale ei. Se cere să se 
traseze pe S o linie de la A la B şi avînd lungimea minimă posibilă, 
cînd S este definită astfel: 

a) unghi diedru (adică reuniune a două semiplane și a muchiei 
lor comune) ; 

b) suprafață prismatică ; 

c) suprafaţă cilindrică circulară dreaptă ; 

d) suprafață piramidală (adică reuniune a punctelor unor semi- 
drepte 0x,, Oxz, ..., Ox Și a interioarelor unghiurilor plane %,0xz, 
Xa Oa, -s Xa-10Xns XnO xı) ; 

e) suprafață conică circulară dreaptă ; 

f) suprafața unei sfere. 


V.2. Fie K o suprafață conică circulară dreaptă cu virful V și 
unghi de desfășurare «. Se numește geodezică a lui K o linie situată pe 
K astfel încît oricare ar fi A, B pe să existe un şir de puncte 4,= 
=Á, As, Áz sc: As=B încît : 

1° pentru orice număr natural ș ce satisface 0 <t <n, punctul 
A; să fie situat pe arcul AB al curbei £; 

2° pentru orice număr natural z ce satisface 0 <i <n arcul A;A gı 
al curbei «2 să aibă cea mai mică lungime dintre toate liniile de la A; 
la Ait- 

3° linia « să nu poată fi prelungită astfel încît să satisfacă 1° 
şi 2° (O definiție analoagă se poate da pentru orice mulțime S —în loc 
de K — dotată cu o distanță d : SxS-R.). 

a) Demonstrați că orice geodezică -2 admite un vîrf S unic (se 
înțelege prin vîrf un punct la distanță minimă de vîrful V al lui K). 

b) Demonstrați următoarea teoremă a lui Clairaut : dată geodezica 
2, atunci există o constantă c încît, oricare ar fi un punct U al lui 2, 
notînd prin u unghiul format de -2 cu generatoarea UV, are loc 
UV. sin «=c. 

c) Arătați că dacă are loc «> atunci curba £ nu se autointersec- 
tează ; dacă a<m atunci orice geodezică 2 ce nu este generatoare 
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admite un anumit număr »# de puncte de autointersecție (7 depinde 
de unghiul a și nu de geodezica 2). 


V.3. Un alergător dorește să parcurgă în timp cît mai scurt dis- 
tanța între puncte A, B situate în pădure. În preajma acestor puncte 
există o potecă rectilinie p de-alungul căreia viteza alergătorului este 
de k ori mai mare decît în afara ei. Găsiţi traseul optim. 


V.4. Într-un plan z se dau două direcţii perpendiculare 5, 3, 
Pentru orice două puncte, A, B din z se consideră dreptele: a prin A 
și de direcţie 3,, b prin B și de direcţie 3,. Notăm punctul lor de in 
tersecţie prin X și fie d(4, B)=AX+XB. 

a) Să se arate că funcţia d :z?=>R mai sus definită reprezintă o 
distanță pentru planul x, adică au loc condiţiile : 


1° d(A, B)>0; 
2° d(4, B)=04=B: 

3° d(A, B)=d(B, A): 

4° d(A, Bz d(A, C)+4(C, B). 


b) Să se găsească pentru o pereche fixată de puncte (A, B) locul 
geometric al punctelor M ce satisfac d(A, M)+d(M, B)=d(A, B). 
c) Să se găsească pentru o pereche fixată de puncte (4, B) locul 


geometric al punctelor N astfel încît d(A, N)=A4(N, B)= 5 da, B) 


d) Să se figureze „mediatoarea unui segment AB”, adică să 
găsească locul geometric al punctelor P astfel încît d(A, P)=4(P, B). 

e) Să se deseneze „cercul de centru A și rază 7” adică locul 
geometric al punctelor Q ce satisfac d(A, Q)=r. 


f) Să se deseneze „elipsa de focare A, B ȘI semiaxă mare a“ adică 
locul geometric al punctelor R încît d(A, R)-+d(R, B)=2a. 

g) Să se deseneze „hiperbola de focare A, B și semiaxă transver- 
sală a“, adică locul geometric al punctelor S încît |d(A4, S)— d(S, B) = 
= 2a. l 


V.5. Se consideră un plan =, o pereche de direcții perpendiculare 
9, 8, ale acestui plan și distanța d: XR, definită ca în problema 
precedentă. 

a) Fiind date: o dreaptă a şi un punct A să se arate că, atunci 
cînd un punct M parcurge a, mărimea d(A, M) admite un minim 
notat prin d(A, a) — dar punctul M pentru care se realizează acest 
minim nu este în mod necesar unic. 

b) Fiind date drepte a, b se cer locurile geometrice ale punctelor 
M ce satisfac următoarele condiţii : 
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1° ; d(M, a)=d(M,b); 
2° d(M, a)+4(M, b)=h; 
3° a(M, a)—d(M, b)=} ; 
4° d(M, a)=kd(M, b). 


c) Fiind date: un punct A, o dreaptă a netrecînd prin A și un 
număr real pozitiv e să se determine locul geometric al punctelor M 
ce satisfac d( M, A)=e :d(M, a) adică ceea ce s-ar putea numi : „conică 
(nedegenerată) a geometriei distanței d, avînd focarul A, directoarea a 
și excentricitate e“. 


V.6. Se dau un plan ~z, o dreaptă a a acestui plan și un punct 
A al dreptei A. (Ne imaginăm a drept un rîu „vijelios“, separînd „cîm- 
pia“ x și A un pod pe a; se poate imagina cîmpia z înclinată). Drumul 
cel mai scurt între puncte M, N situate de părți diferite ale lui a va 
fi MAAN. Se cere: 

a) să se găsească în z locul geometric al punctelor M la „distanţă“ 
constantă R de un punct O (nesituat pe aN {4}). i 

b) să se descrie mediatoarea unui segment BC. 


V.7. Fie S mulțimea punctelor de pe suprafața unui tetraedru 
regulat ABCD adică de pe fețele, muchiile și din vîrfurile sale). 

a) Fiind date M și N pe S să se construiască cele mai scurte 
linii de pe S ce unesc M cu N. 

b) Notînd prin d(M, N) lungimea unci linii determinată la punctul 
precedent să se arate că funcţia d: Sx S-R astfel definită constituie 
o distanţă. | 


V.8. Ne imaginăm un semiplan S delimitat de o dreaptă d în care 
viteza de propagare a luminii într-un punct M situat la distanța y 
de d este numeric egală cu y. Se cere să se determine traiectoria lu- 
minii între puncte arbitrare A, B din semiplanul S. 


V. $ 2. SOLUȚII 


V.l. a) Fie &«, B cele două semiplane ce alcătuiesc împreună cu 
muchia lor comună m suprafața S. Dacă A, B se găsesc în același 
semiplan (sau măcar unul este pe m) atunci, evident, segmentul AB 
constituie linia căutată. 

a Dacă A, B sînt în semiplane distincte (fie Acea, Bea) atunci 
“linia căutată va traversa m într-un punct a 

X. Să presupunem că am determinat X și pos 
să operăm o rotație a semiplanului « pen- | 
tru a-l duce în «'’, semiplan „complemen- | 
tar“ lui 6. Linia AX+XB își conservă Í 
caracterul~minimal. Dar după rotație A | 
trece în Ai, S devine plan deci linia | 
minimală de la A, la B este un segment 
A.B. Se individualizează astfel X e A.B. 


Observație. Alegind semidreptele distincte Xx şi 
Xy pe muchia comună m constatăm ; + (XA, Xx) = Fig. 134 
= X(XA, Xx)= X (XB, Xy). Putem formula aceasta : pea 
„sînt egale unghiurile de incidență Cu m ale liniei minimale în ambele ei sensuri“. 


b) Comparativ cu chestiunea precedentă aici apare de la început 
o dilemă (referitoare la cazul cînd A, B aparţin la feţe distincte ale 
suprafeței) pe care „parte“ a suprafeței S 
să căutăm linia minimală. Răspunsul va fi 
următorul :-vom determina linii minimale 
lı, le de la A la B pe fiecare partea supra- 
feței, pentru a o alege apoi pe cea mai 
scurtă. E 

Ideea de construcție constă în a rabate 
succesiv fețele pe care se situează A, B și 
cele intermediare pe o aceeași față. Consi- 
derăm sugestivă formularea : „se desdoaie 
muchiile dintre fețele ce le gîndim parcurse 


“yee 


succesiv de linia minimală“. 
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Deoarece nu este exclusă egalitatea lungimilor minimale î,, Za 
putem pune în evidență pentru fiecare punct A o mulțime L4 de 
puncte B „antipodale“ în raport cu A (caracterizarea punctelor B 
din La este l,=/2). Această mulţime L4 este o linie ce separă suprafața 
prismatică în două submulțimi ce pot fi caracterizate prin „partea 
suprafeței minimale“ în care trebuie căutată linia minimală de la A 
la puncte ale unei astfel de submulțimi. 6 
l Se constată ușor că L4 este o dreaptă paralelă cu muchiile su- 
prafeței prismatice. În acest scop vom considera secțiunea o în su- 
prafața prismatică printr-un plan & ce trece prin A perpendicular pe 
muchii. Secţionind apoi și după paralela prin A la muchii voni des- 
fășura consecutiv pe un plan fețele suprafeței prismatice după drept- 
unghiuri, o apare drept un segment A4: și imaginea în desfășurare 
a liniei L4 este evident mediatoarea acestui segment, etc. 

c) Această chestiune poate fi privită drept 
caz limită a celui precedent. Vom considera o 
secțiune în S după un plan perpendicular pe o 
generatoare g ; secțiunea va fi un cerc 0. Genera- 
toarele prin A, B vor tăia € în A’, B’ separînd pe 
0 două arce @,, 8,. Să presupunem că generatoarea 
g a intersectat @, ; tăind S după g, putem desfășu- 
ra S pe un plan încît linia minimală dela A la B 
va deveni un segment de dreaptă. Pentru lungi- 
mea unui segment XY interceptat pe o genera- 
toare arbitrară a cilindrului S de''linia AB și un 
cerc prin A (paralel cu 0) conchidem ușor că are 
loc Y,X, : AX = BC, : AC = k. Această 
proprietate permite să afirmăm că linia mini- 
mală de la A la B>este un arc de elice cilin- 
drică (curba nei este familiără în speċial prin 
. intermediul fileturilor șuruburilor : înaintarea 
unui șurub este ‘proporțională cu unghiul de 
racla rotire). Mai constatăm că distanța minimă pe S. 
i de la A la B este 4=V(Az):4+-(Ab)?. Am notat 
aici prin Ax lungimea celui mai scurt arc A'B' şi prin Ah, diferența 
„înălțimilor“ celor două puncte adică lungimea B,C. 

Mai constatăm că rolul liniei L4 a punctelor B pentru care există 
două trasee de la A la B avind lungime minimă este acum o genera- 
toare g a cilindrului (de fapt chiar cea desenată). 

Observaţii. 1. Dacă S este un cilindru circular oblic (şi nu drept) aproape toate 


consideraţiile de mai sus rămin valabile ; denumirea de elice circulară nu mai poate îi 
adoptată şi în locul cercului C avem de considerat o elipsă. l i 
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2. Printre arcele de elici circulare recunoaştem și două tipuri de arce de curbe 
plane : segmentele de dreaptă (cînd A, B sînt pe aceeaşi generatoare) sau arce de cerc 
(cînd A, B sînt la aceeaşi înălțime). 

3. Tovarăşul academician Nicolae Teodorescu a avut amabilitatea de a atrage aten- 
ţia autorului asupra unor greşeli frecvente în desenarea secţi- 
unilor în corpuri rotunde : prezentarea acestor secţiuni drept o 
pereche de arce de cerc ce se taie în unghi, fără a se racorda. 
Pentru secţiuni în cilindri circulari drepți, deci pentru cercuri 
ŞI elipse, indiscutabil că trebuie trasate elipse. Prezentăm și 
figura 136, replică geometric acceptabilă pentru 136. Problema 
este ceva mai complicată dacă dorim să desenăm ce se vede 
cînd privim (de la distanţă finită) un corp rotund pe care apar 
şi linii de secţiune plane: ochiul nostru va cuprinde mai 
puţin decit jumătatea din față a suprafeţei şi pentru a extinde 
această imagine la cea desenată tradițional trebuie să efectu- 
ăm o transformare geometrică ce impune ca secțiunile să apară 
drept curbe „netede“ de grad patru. Pentru a asigura expediti- 
vitatea, realizării schițelor vom adopta în general şi noi convenţia 

Fig. 136 bis desenatorilor de a figura, secţiunile în discuţie prin perechi de 
arce de cerc; Subliniem însă că privim schiţele anexate drept 
imagini convenționale. 

d) Aproape toate considerațiile de la b) se reiau aici, cu modificări 
neesențiale : în primul rînd faptul că linia minimală dela A la B se 
va compune din segmente de dreaptă mărginite de puncte ale muchii- 


lor Vx, (interceptate) și unghiurile la fel marcate pe figură sînt egale: 


e) Pentru o mai sugestivă figurare am secţionat din nou conul 
printr-un plan perpendicular pe axa de rotaţie, punînd în evidență 
cercul 0 de intersecție. Am considerat punctele A”, B’ ale lui E situate 
pe generatoare ale conului prin A, B. Fie ca mai sus suprafața S tăiată 
după o generatoare g (ulterior g nu va interveni decît prin proprietatea 
de a tăia unul sau celălalt arc de extremităţi A”, B’ al lui 0). După 
desfășurare, S apare ca un sector de cerc avînd drept rază generatoarea 
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g a conului de vîrf V și bază €. Unghiul a al acestui sector are ca măsură 


x de aa i Y NE 
în radiani cantitatea 2z — unde 7 este raza lui 0. 


£ ME, | 

l Deoarece are loc r<g putem conchide «<2x, fapt ce asigură 
valabilitatea caracterizării de mai sus a formeilui S după desfăşurare. 
Evident, dacă renunțăm la limitarea lui S prin @, desfășurarea va 
furniza interiorul unui unghi de mărime «. Unghiul a este numit 
unghi de desfăşurare a suprafeţei conice S. 

Vom calcula distanța AB în funcție de mărimile VA=VŅV,4,=4, 
VB=V,B,=b şi %AıVıBı=0 (Atragem atenția că 0 nu coincide cu 


unghiul y= + AVB, ci are loc sin Č 0= 
r 


x J%e 


-2sin = - aici însă utili- 


zarea lui 0 este mai avantajoasă). Cu teorema cosinusului obține 
imediat : 


(1) AB=Va:+b:—2ab cos. 


Pentru a pregăti trasarea pe S a liniei, ce corespunde prin 
desfăşurare segmentului A,B, am preluat un detaliu al figurii pre- 
cedente : triunghiul A,V,B,. Fie o generatoare (desfășurată) VıXı 

încât xA, VX, =x, iar X, punctul în care interceptează 
VA A.B. Considerăm și unghiul p= + V.A4.Bu, caracterizat 


prin : 
: - bsin 0 
2 sin ọ = 
8 ii ” = AB 
(3) cos e = a+AB:—b _„a—b- cos. 
z i 24A B AB ` 


P, Calculăm lungimea VX, cu teorema sinusului i, 
A1 : | k asing E 

i 4 VĂ =: 

meo C Ca sineta) 


Cu ajutorul acestei formule putem calcula lungimea VX =V,X 
interceptată de 2 pe o generatoare arbitrară prin V ce formează. cu 
A . i | l B a 
Dacă, în locul generatoarei g după: care am tăiat S pentru „des- 
fășurare, am fi' considerat o generatoare g' care să intercepteze celălalt 
arc A'B' al lui E, în formula (1) trebuia.să înlocuim 6 prin a—0. De- 
ducem de aici că traiectoria minimală se proiectează din V prin € 


VA unghiul y=2arc sin Zo W E: 
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pe arcul A'B' cel mai scurt; în caz că A’, B' sînt diametral opuse 
(şi numai în acest caz) vor exista două linii minimale între A şi `B. 
Urmează deci că linia L4 este generatoarea VP opusă lui VA în su- 
prafaţa conică S și liniile minimale de la A la B nu traversează L4. 

f) Metoda mai sus utilizată, de a desfășura S pe un plan nu mai 
poate fi aplicată. În mod intuitiv acceptăm ușor că linia cea mai 
scurtă de la A la B se obţine intersectînd S cu planul (4B0), unde O 
este centrul sferei S şi, în cercul de intersecţie, numit cerc mare al 
lui S, să alegem arcul cel mai scurt. Intuiţia poate fi sprijinită și de o 
experiență simplă : în A şi B se fixează extremități ale unui fir elastic 
subțire, întins ; datorită tendinței sale de a-și reduce lungimea, firul 
se va așeza de-a lungul curbei minime. Evident, descrierea făcută nu 
se aplică pentru punctele A, B diametral opuse pe sfera S; în acest 
caz orice cerc mare prin A, B va tăia S după două linii minimale de la 
A la B. E 

Vom da în cele ce urmează O demonstrație matematică riguroasă a 
afirmatiei : Pe o sferă S cel mai scurt drum de la A la B este arcul 
mic al cercului mare SO(0AB). Demonstrația este o dificultate substan- 
țială şi o înserăm aici doar pentru că. ea creează o bună imagine a unei 
direcții în care evoluează geometria de mai bine de un secol. Vom puncta 


și diverse etape remarcabile ale demonstraţiei. 
“A. Coordonâte pe sferă. Să Presupunem că am ales trei Semidrepte 
Ox, Oy, Oz prin O, oricare două oo z 
din ele fiind perpendiculare. 
Putem preciza poziția. unui ' 
puncti arbitrar M în spatiu 
precizînd mărimiile orientate ale 
distanțelor lui M la planele de- 
terminale de cîte două dintre 
semidrepiele date :: x ==: MM,, 
y = MM, z= MM, Condiţia 
MesS se exprimă ușor prin. 
() 4yr 

Deci, am preciza M dind 
trei numere legate printr-o rela- 
fie. Știind însă că M este pe 
sferă, asimilînd S cu pământul 
putem considera „polii“ P şi P' . po 
în care S- taie Oz.. În cazul cînd Fi. 144 
MŁP şi M#P' va fi unic deter- O UTET 
minat un semicerc Su=SÀ(PP'M} de extremități P, P' trecând prin 
M. Vom nota M' intersecția lui Su cu cercul „ecuatorial“ € al lui S. 
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Vom putea preciza Su ştiind M', adică precizînd unghiul orientat în 
sens trigonometric u = y AOM'. Vom mai preciza apoi unghiul v= 
= x M'OM pe care convenim a-l considera pozitiv sau negativ după cum 


MeM'P sau MeM'P'. Cunoscînd deci şi v putem individualiza M 


pe Su. Prin urmare putem da M prin mărimile u e [0, 27) și v e| — a 


T ; RE > l ` i 
E . Analogia cu pămîntul este frapantă: v simulează longitudinea 


iar u fixează latitudinea. Precizarea doar a lui v permite plasarea lut 
M pe o „paralelă“ Pu iar Su este „meridian“. Corespondenja 


h: M — (u, v) de la S la [0, 27) x| — > > este biunivocă exceptând situ- 
ațiile mai sus excluse: pentru M=P (sau M=P') este suficient să 
precizăm => (sau v= — =) , mărimea lui u fiind acum lipsită și de 


semnificație geometrică şi de utilitate. Pentru a ne asigura pe încă o cale 
de posibilitatea determinării unice a lui M prin cuplul (u, v) vom 
observa : 


x= MM =OM,cos t= (r -cos v)cos =F :cos U ‘COS V, 
(2) y=MM,=0M,sin u=(r -cos v)sin u=r sin u -cos v, 


z=MM;=r sin v. 
Se constată uşor că x, y, z asifel calculate satisfac (1). 


Observaţii. 1. Operația geografilor de a realiza 
un planiglob, necesită o reprezentare plană cfi mai 
fidelă a detaliilor de la suprafața Terrei (vom constata 
ulterior că nu putem avea pretenţia la o fidelitate depli- 
nà). Vom obtine aşa numita „proiecție Mercator“ (Mer- 

„_cator fiind pseudonimul știintific al matematicianului 
flamand Gerhard Kemner, 1512 — 1594) proiectind 
pentru început punctele sferei S, după directii para- 
lele planului ecuatorial, pe un cilindru K avind PP' 
ca axă. Vom presupune K tangent lui S de-a lungul cercu- 
lui ecuatorial $. Pentru a găsi imaginea M pe K a 
unui punct M de pe S vom constata că meridianul Sy 
are ca imagine o generatoare gu a cilindrului (anume 

_generatoarea prin M') iar planul paralel cu C ce trece 
prin M taie K după un cerc Cy. Se defineşte Mı ca 
intersecție între gar si Car. ei 
. _ „Acum realizarea planiglobului este simplă : se taie 
K după o anume generatoare (geografii preferă genera- 

`. toarea- ce imaginează un meridian aflat în pariea sa 
majoritară în ocean; matematicienii preferă tăietură 
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Prin meridianul corespunzător valorii u=0°) şi se desfăşoară K pe um plan. Evident, 
va fi necesară si o smicşorare la scară, proportională, a întregului Planiglob. 

., Proiecţia Mercator are unele calități. Se constată usor că cele 360 meridiane vor apare 
pe planiglob ca 360 de „verticale“ echidistante iar paralelele vor apare ca orizontale (ce 


nu sînt echidistante). - 
Dar această proiecție are și defecte; este în primul rînd evident că, pentru un observator 


polar, polul nord respectiv sud va apare nu ca un punct ci ca o latură de hartă. Arce egale 
de meridian vor fi reprezentate de segmente cu atît mai scurte cu cît latitudinea e xtremităţie 


lor este mai mare. 
Putem deci considera că proiecția Mercator este convenabilă pentru a reprezenta car- 


tografic zone U situate la latitudini mici ; pentru ca forma hărţii să nu fie prea alungită 
devine necesar să ne limităm la o zonă cuprinsă și într-un fus (orar) suficient. de îngust. 


„2, Ideea aici aplicată se poate relua pentru orice suprafață : să găsim zone 
Us, Uz, ee Ugs «.. Care să acopere întreaga suprafață şi pentru fiecare zonă să găsim cores- 
pondente: biunivoci, adica hărți plane h : UV, unde V; sînt domenii plane. 


B. Forma I fundamentală. Un punci M din spațiu poate fi 


dat prin vectorul 7= —0M = xi+ yj+zk (i, j, k fiind versori avînd direc- 
fiile sëmidreptelor Ox, Oy, 02). Înlocuind x, y, z cu formulele (2) obținem 
z-ca o funcție vectorială de două variabile reale 


7=7u, v)=alu, oi y(u, o)i-kz(u, v)k k—=r(cos u * COS v T+sin u- 
-sin v- j+sin v k). 
Fie N un punct suficient de apropiat de M, adică ON=r(u+du, 


v+dv), mărimile du, dv fiind considerate infiniji mici. Vem considera 
derivatele vectorului 7 în raport cu u, v, date de : 


Ya = Xut Yuj J+ 2uk, r= Xit yaj- +z,k 


(Aici indicii u, v notează rezultatul unei operații de derivare ; modul 
de derivare a vectorilor fiind necunoscut, formulele de mai sus pct con- 


stitui definiţii pentru Ta, Tai în membrul secund Xu = r este derivata 
u ' 
lui x privită doar ca funcție de u, adică Xu= —7SÎN U “COS v). 
Obţinem. astfel conform . definiției diferențiale; : 
[OE v(i du, u+dv)=r(u, v)+rdu¥r,dv+-0(u, v, du, dv) du: do: 


unde O(u, v, du, dv) este o mărime ce tinde la zero, atunci cînd du şi dv 
tind la zero. Putem exprima egalitatea de mai sus. prin următoarea 
formulă extrem de simplă (formal identică celei cunoscute de la diferen- 
țiale: de functii reale de variabilă reală : dr=tudu Tudv. Cu aceste 
notații vom constata uşor : 
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MN=IMN |= IG 0301 (urdu, vai) —7u, old = Var dr = 
unde au apărut noi notații : 

E=7u* Tu= (Xu)? (Yu)? (2u)? ; 
(4) F =a Tout Yuyo Zuzu 

G=, T= (2o)? (9024 (202. 


Subliniem faptul că E, F; G apar ca functii de u, v. 
Prin urmare, dacă dorim să calculăm distanţe „lingă“ un punct M 


cd 


pe o suprafaţă $, punem în evidentă o „hartă locală“ r=r({u, v) ce exprimă 
vectorul de poziție al unui punct al unei vecinătăți U a lui M în funcție 
de coordonate reale u, v (cuplul (u, v) se va situa într-o multime V con- 
ținută în planul R?) ; să presupunem că punctul M se obține înlocuind 


— 


— 
u, v prin U, respectiv vo, adică OM =r (úo, vo). Vom calcula apoi Tu, Yo 
și conform (4), vom determina funcțiile E, F, G. Să notăm prin Eo, Fo 
G, valorile acestor funcții pentru U=uo, V=Vo. Distanța de la M la 
punctul vecin N, unde ON =r(u+-du, v+dv) va fi dată de: 


MN?= E du?+2F odu i du+-G,dv?. 


În cazul cînd suprafata 8 este sfera S (de rază r) vom obtine conform 
fermuleler (2) şi (4). 


Xu= —7 * sin uU-COSsY; Vy= +- COSU cos, Zu=0; 
Ap = —T Cosu sin V: Yy=—r'sin u Sin v; Z,=7"cosy; 


E =r?cos? v(sin2 4-+-cos? u) =r°cos? v 
(5) F= —r?(sin u» cos wsin v» cos v—sin ui-icos u» sin v: cos 1)=0 
| G=r*sin? v(cos? p+-sin? u) +r°cos? v=r?(sin? v+ cos? v) =7°. 


Observații. Sä presupunem realizată o hartă în proiecție Mercator în vecinătatea unui 
punct M de latitudine 60° (longitudinea ug a lui M nu are nici-o semnificatie aici). Să mai 
presupunem că sensul cuvântului vecinătateo este precizat aici spunând că dorim să figureze 
pe hartă puncte N situate la maximum 1 000 de kilometri spre nord sau spre sud, spre es? 
sau spre vest de punctul M. Punctele N vor fi corespunzătoare unor cupluri (u,v) unde 
uE [ug—a, uta] vE [vb vp+4+-a] iar valorile unghiulare a, b vor fi aproximate fn 
cele ce urmează. 

- Circumferinja cercului ecuatorial este de aproximativ 40 000 km (definiția metrului). 
Raza cercului polar (paralela prin M) este jumătate din raza pământului deci paralela Pu 
are o lungime de 20 000 km. Deci, 1 000 km apar drept a douăzecea parte a paralelei, încît 
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Ă Gu : PRI: T a 

Observăm apoi că lungimea meridianului este de 20 000 km, inci; b = 20 = 3 š 
Deci oricare ar fi unitatea de lungime ce am lua-o pentru radian harta zonei mai sus descrisă 
va apare ca un dreptunghi avînd n latură cît dublul celeilalte. 


Pe o asemenea hartă, distanța de la M la N(u+Au, v+-âv) va fi bine aproximată 
de egalitatea (5) ce devine acum: 


MN? = = (lant i(Av)?] 


Se va constata deci că putem realiza o hartă mai fidelă decît proiecția Mercator propriu 
zisă dară mai operăm o dilatare axială, dublind toate lungimile verticale. 


C. Lungimea unui arc de curbă. O curbă T Poate fi concepută ca 
traiectorie a unui punct M în mişcare. Presupunind că timpul de por- 
nire este a iar cel al opririi este b, curba T va fi precizată de o aplicaţie 
J definită pe [a, b) cu valori în spaţiul tridimensional. Înțelegem deci 


PE — 
că vectorul r=0M este o funcție de t definită þe [a, b], adică x, y, z sînt 
trei astfel de funcţii. Conceptul geometric de curbă presupune şi conti- 
nuitatea acester funcţii : f, x, y, z. Dacă T este conjinută pe o suprafată 
& sau mai exact în domeniul U al unei hărţi h: U>V al acestei supra fețe 
Va fi suficient şi comod să dăm T prinir-o aplicație g : [a, b]>V adică 
Să precizăm imaginea traiectoriei De hartă. Aceasta se realizează prin 
precizarea unor funcții continui u, v de argumentul t, peniru te[a, b]. 

— 
În aceste condiții obtinem r=O0M drepi o functie de t, r=r(t) construită 
7 Tın r=r(u(t), v(t). 
Vom proceda în continuare ca la calculul lungimii curbelor plane. 
Divizăm [a, b] Prin da, Qa, ... An-1 şi notăm această divizare (cu a=a, 


și b=a,) prin A. Notăm M, punctul ce satis face OM: =7 (t, vi), sub- 
înțelegind u; =u(a;), vı =v(a;) şi aproximăm lungimea L a lui T prin 


MM + MM, + zis + M-a Ma adică prin: GA = £ MiM iri = 
=l : i — 

= £ | 7 (uiy, Vit) —r(u;, 7) |. 
i=0 i 


~ . Conform etapei Brecedente, pentru divizări suficient de` fine putem 
exprima : a. 


n—1 : ; ' = 
OA= X [E(t — 14)? + 2F (tti — U) (Vi — v) + Galti T 0) 


10 
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(Am notat Es=E(u, v), etc.). Constatăm apoi, că dacă T admite o lun- 


gime L, atunci oa admite L drept limită cînd divizarea devine din ce în 


ce mai fină, adică atunci cînd „norma et“ 


N(A)=max asa — a;l] 


tinde către zero. Dar limita mai sus descrisă constitute 
| b 
| (F due-2F dudv4+G dv°Ẹ . 
a 
Dacă mai notăm: derivata funcției ù prin ù, derivata funchiei v prin v, 
atunci du= ùdt, du=ù dt şi cele de mai sus se exprimă prin 
Li 


6 î L= ( E0 FiFi FG. dt 


(Motivul pentru care am presupus că uși v sînt derivabile este dificil 
de justificat aici). | 

Deci, dată suprafața 3 şi o hartă h a sa; evaluăm E=E(u, 9), 
—F(u, v), G=G(u, v) şi prezentăm curba T prin ecuaţii u=u(t), 
=v(t) pentru t € [a, b]. Înţelegem apoi că vom preciza funcția ọ : la, b]— 
>R, definită prin: e*=Elu(t), v(t) [ [u(0)]?4+2F (u(t), a(k v(t) ]+ 


F= 
Y= 


+G[u(t), v(t) ) [i(£)]? şi vom încheia calculul prin z=| p(t)di. 


a 

D. Geodezicele unei suprafeţe. Fiind dată o suprafaţă 8 și o hartă 
h: UV, puncte A, B în U ne punem problema, să găsim o curbă T 
de la A la B, situată pe S şi avînd lungimea minimă posibilă. O astfel 
de curbă se va numi arc de geodezică și dacă este prelungită cit este 
posibil pe $ capătă denumirea de geodezică. Prin precizarea hărţii h 
putem căuta imaginea lui T în plan, adică o curbă I“ dată prin u=ul(?), 
v=v(t). Deoarece viteza de parcurgere a lui I” sau IT de câtre h(M) sau 
M este aici insignifiantă, putem „enorma“ timpul încit h(A), h(B) să 
se obțină pentru t=0 respectiv t=1. Deci dacă sînt precizate coordonate 
(uo, Vo) ale lui h(A) şi (uz, Vi) ale iui h(B) vom presupune că au loc : 


| DA =r(uo, o), OB=7(w, vı) ȘI 
(7) 040) 9(0)=90 U(1)=tn 0(1)=0: 
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Problema revine deci la căutarea unor funcții continui şi derivabile 
(chiar de două ori iar derivatele secunde continui) u, v încât să fie satis- 
făcute (7) şi lungimea L calculată cu (6) să fie minimă. o 

Pare deci natural să considerăm mulțimea Q a cuplurilor de funcţii 
(u, v) ce satisfac (7) şi sînt de clasă C? (adică derivatele lor secunde 
există și sînt continui). Calculind pentru fiecare ast fel de cuplu mărimea 
L=L(u, v) avem definită o functie L : 0—R (deoarece argumeniele lui 
L sînt funcții iar valorile lui R numere se obișnuiește să se spună că L 
este o funcțională). i l 

Problema este deci de a găsi minimul functionalei L dar nu este 
simplă! Abordarea acestei probleme se va face în etapa următoare înir-un 
contexit ceva mai general. o 

E. Problema fundamentală a calculului variațional. 


Se dă o funcție H cu valori reale de trei argumente reale Xi, Xa, Xa 
de două ori derivabilă în fiecare din cele trei argumente și patru valori 
numerice a, b, c, d. Se cere să se determine o funcție y: [a, b]>R încât 

1° y să fie de clasă C° (adică y” este continuă) ; 

2° (a) =c, y(6)=d 

b 


3° Mărimea Jo=| H(x, y(a), y'(x))dx să fie minimă. 


; a 
Să considerăm funcții y şi z care să satisfacă 1° și 20. Functia f= 
=z—y : [a, b]>R va satisface evident 1° şi o condiţie 2' de forma: 


2 | f(a)=0, f(b)=0 


Considerînd un număr arbitrar i, constatăm că Oricare ar fi y sa- 
tis făcînd 1°, 2° şi oricare ar fi f satisfăcînd 1°, 2’ funcția 2z=y+if sa- 
tisface 1° şi 2°. l | E a 

„Vom putea considera o funcție F : R>R definită prin F (t) =J] (y+ 
+éf). Dacă y satisface condițiile 1°, 2°, 3° (iar f condațiile 1°, 2' ) atunci 
F va admite în mod necesar un minim pentru t=0. 

Insistăm asupra acestei idei ce constituie un pas decisiv spre re- 
zolvarea problemei. Avem de căutat minimul funcjionalei. J cînd y par- 
curge o anume clasă Q de funcții. Presupunind că îl cunoaştem pe y 
ne vestringem atenţia la o submulțime @Q;=fz=y+if :teR) a lui @ 
și reținem din 3° doar condiția ca J(z) să fie minim Pentru z= y. Deoarece 
între elementele lui @; şi R avem corespondență biunivocă am dedus con- 
dijia necesară ca F:R>R să admită minim pentru t=0. 

Găsim o altă condiție necesară ce se exprimă prin F'(0)=0. Iată 
calculele ce permit explicitarea acestei condiții. 
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H(x, z, z')=H(x, y+ptf, y'+tf') este o funcție de t în care apar ca 
parametri x, y, y', f, f. Notăm provizoriu H(x, y+tf, y'+tf')=K(6) 
și dezvoltînd în seria Paylor vom constata : 


K(M=K(0) HK (0) +K" 0) +.. 


Drept urmare vom obtine 


F(t)=K(0)dx+t K'(0ds +t K”(0)dx+ .., deci 


(8) © F'(0=K'(0)dx. 


Se impune să explicităm deci cât este K'(0). Folosind din nou indict 
inferiori ca semn de derivare în raport cu anumite variabile ale funcției 
H (în care argumentele se notează consecutiv cu x, y, y') obținem : 


K'(0)=H,:f+H,:f. 
Am dedus astfel pentru y următoarea condiție necesară: „Pentru 
funcţii f ce satisfac 1° şi 2° este necesar să aibă loc: 


b b 
(9) | Hv: fäz+ | Huf- dx=0. 


Calculăm prin părți a doua integrală, ținînd cont de condițiile 2': 


b b b b b 
| u pas B, afl) | s du y= a y iy 
| | dy dx 
Condiţia (9) devine astfel 
a. b d 
(10) (2 tie rare 
dx 


a ` 

Deoarece funcţia f este arbitrară satisfăcînd condițiile 1°, 2' prin- 

tr-o demonstrație cu pronunțat caracter tehnic ajungem la concluzia că 

(10) se poate îndeplini dacă şi numai dacă are loc următoarea condiție 
cunoscută sub denumirea de ecuaţia lui Euler : 


d 
(11) > H,— — H, =0. 
i dă 
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Explicitînd ultima derivare, după schimbare de semn, reformulăm 
(11) sub forma 


(12) Hyp: Y Hay + Hay —H,=0 


Aceasta constituie o ecuaţie diferențială în funcţia necunoscută y 
(de argument x) şi matematica oferă posibilități multiple dea decide 
asupra existenţei soluţiilor, comportării lor, modului lor de aproximare, 
etc. 
Răspunsul la întrebarea inițială nu este astfel complet dat: nu 
putem răspunde pe acest caz general care anume este funcția y căutată 
ci doar trebuie să o căutăm printre soluțiile lui (12) ce satisfac 1° şi 20. 
Dar această limitare a locului de căutare, căruia i se adaugă metode şi 
tehnici speciale de studiu al ecuaţiilor diferențiale se dovedește decisivă 
în diverse probleme mai mult sau mai puţin concrete. 

F. Geodezicele sferei. Se constată uşor că există o analogie dar nu 
o identitate între problemele formulate la etapele D, E. Pentru a ve formula 
problema de la D în termenii celei de a doua vom face o nouă presupunere 
(ce se poate dovedi că nu este restrictivă), anume că v este funcție in- 
jectivă de t, deci putem exprima t în functie de vşi opera această substi- 
tujie în formula (6). Vom obține : 


Vs 3 
== | E(u): F 2Fw F Gdv 

| , v ; 
(aici w' notează derivata lui u în raport cu v ). Am regăsit deci problema 


fundamentală a calculului variațional unde în locul funcției H apare 
acum 


1 
H(vu,u')=LE(u,0)(u')9+ 2F(u,0)u'+G(uo)l 
Urmează acum să explicilăm pentru acest caz particular ecuația 


(12). Această explicitare necesită un calcul suficient de lung ce nu mai 


considerăm că prezintă interes. l 
Se poate constata relativ uşor că (12) se va concretiza într-o ecuație 


diferențială de forma : 
(13) Hiri a u'+ Huu: s u'=0, 


ce admite evident şi soluțiile u=constant. | 
Înţelegem de aici că pentru puncte A, B plasate pe același meridian, 
arcele de meridian pot fi arce de geodezică (Se mai constată apoi că cele- 
lalte soluţii ale lui (13) nu convin problemei). În cazul cînd A, B nu 
sînt diametral opuse, unul din arce va conferi un minim pentru lungimea 
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L (cel scurt) iar celălalt nu va conveni ca soluție. Deci, în acest caz par- 
ticular, identi ficăm arcul de geodezică drept arc mic de cerc mare. Deoarece 
alegerea polilor sferei era arbitrară, oricum ar fi date A, B nediametral 
opuse, putem să alegem astfel reperul (Ox, Oy, Oz) încît să realizăm 
acest deziderat și să păstrăm valabilitatea concluziei de mai Sus. 

V.2. a) Prin desfășurare pe un plan x geodezica devine o dreaptă 
d (vezi problema precedentă, punctul e). Sînt de examinat următoarele 
posibilități : 

A) d trece prin V, (imaginea în desfășurare a lui V). În acest zaz 
(consemnat pe figură prin d.) virful S, coincide evident cu V 

B) d nu trece prin V,. În acest caz 

"*S7=V 4 fie Są proiecția lui V, pe imaginea da 

POE a lui 2. Evident V.S constituie minim al 
distanței V, X cind X ed,. Conchidem că, 
în acest caz, vîrful geodezicei 2 este S, 
contraimaginea lui S, în desfășurare. 

Figura 143 a mai prezentat un caz 
aparent distinct: imaginea geodezicei fiind 
o dreaptă d, astfel încît proiecția ortogo- 
Fi nală S, a lui V, pe Ss cade în afara un- 

g 143 z . B { = 17 
.- ghiului pe care se desfășoară K. Acest caz 
coincide cv 8B): înlocuind (eventual de mai multe ori) generatoarea g 
după care se secționeuză K putem „aduce“ S, în interiorul unghiului 
de- desfășurare. 

b) Dacă £ este generatoare a lui K, atunci c=0 verifică afirmația 
din enunţ deoarece u este în mod constant 
egal cu 0° (sau 180%). . 

Dacă nu este generatoare atunci admi- 
te un virf S. Se va lua c=VS. Relaţia enun- 
țţată apare imediat în desfășurare: 


V, U sin u= VS 


Observaţii. Să mai considerăm şi unghiul f ce îl i 
formează o generatoare a lui K cu axul de rotație şi fie Fig. 144 
U’ proiecția lui U pe axul de rotaţie ; în baza egalității 
evidente UU'= VU. sin B identitatea mai sus demonstrată este echivalentă cu 

UU’, sin u=c sin ĝ 
tivident, o sin B este o nouă constantă k a geodezicii 2 şi formula lui Clairaut devine 
UU' sin uk 

Sub noua formă egalitatea caracterizează geodezicele unei suprafețe de rotație 

arbitrare ; această caracterizare generală aparține lui Clairaut. 
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c) Dacă £ este o generatoare a lui K, 
evident nu admite autointersecții. Dacă 2 
nu este generatoare punem în evidență 
virful ei S, tăiem K după generatoarea g 
opusă în K lui VS. Pentru « >, după 
desfășurare, obținem figura 145; este evi- 
dent că desfășurata d a lui 2 nu admite 
puncte de autointersecţie, deci nici 2. 

Să considerăm acum cazul a <x: după Fig. 145 
desfășurare K apare drept un unghi xV,y. 

n primă aproximație Æ se desfășoară după o perpendiculară în 
Sı pe V,S.. Apare deci un segment AA”. Punctele A și A” se identifică 
atunci cînd se realcătuiește K. Prelungirea Au apare în desfăşurare 
ca o semidreaptă A' ce se poate individualiza prin : x V 4u= + VA”. 
Cealaltă semidreaptă ce prelungeşte AA”, anume A'u’, va furniza o 


Fig. 146 


semidreaptă Av’. Va exista un punct B eA'rNAv' dacă și numai dacă 
¥ yAv < > , condiție ce revine la m >2a. Este desigur posibil să existe 


CeA'V,y şi „alter-ego“ul său C'e Av'N Vx; anume, aceste puncte 
există dacă și numai dacă +yAv'<a adică m>3a. Evident, dacă 
există, {C, C'} este imaginea celui de al treilea punct de autointersec- 
ție a lui 2. 

Semidreptele Cv şi C'v’ se plasează în interiorul unghiului xV,y 
ca semidrepte C'2 și Cz'; acestea vor fi secante într-un punct D (pe 
„8 eneratoarea“ V,B=V,S,) dacă și numai dacă m>4æ şi vor tăia 
Viy, Vıx în E, E' dacă și numai dacă x >Sa((E, E? reprezintă în 
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desfășurare al cincilea punct de intersecție a lui 2 cu ea însăși, numă- 
rătoarea făcîndu-se în ordinea crescătoare a distanțelor de la V). 

Semidreptele Ez, E'z' rămase în afara unghiului +V,y se  redese- 
nează în interiorul acestui unghi drept E, Et’. 


Figura 146, pornind de la un unghi «e E A z] , permite deter- 


minarea unui ultim punct de autointersecție a lui 2,al șaselea, figurat 
în desfășurare de F. 
Procedînd inductiv, vom constata că există n puncte de autoin- 


-— 
- 


tersecție a lui £ dacă și numai dacă <a< E. Este apoi ușor 
n+i n 


de determinat n ca cel mai mic întreg ce depășește strict Se con- 


RIA 


chide astfel și independența de £2 a lui z. 

V.3. Fie A’, B' proiecţiile ortogonale pe dreapta 2 ale lui A, B 
și AA'=a, BB'=—b, A'B'=c. Să presu- 
punem că alergătorul a ajuns la conclu- 
zia că este optim să alerge de-a lungul 
lui $ o distanță CD = x. Fie A, încît 
AA,l|p și A4,=—x. Dacă A, B sînt de 
aceeași parte a lui p considerăm și sime- 
tricul A, al lui A,. În aceste condiţii 


Š ; x 
alergătorul va consuma un timp E 


Fig. 147 


pentru a parcurge CD și un timp 
i - AaB pentru a parcurge prin pădure secțiunile AC, DB. Într- 
v 


adevăr secțiunile AC, AıD, A-D îi necesită un același timp. Evi- 
dent, AB?=(c—x)?+(a-+b)?. Mărimea « va trebui deci astfel aleasă 
încît să confere un minim funcției T, unde 


T(x) = [E + V(e—a):+ T . 


Derivata acestei funcții este evident 
1/1 c—x 
Tios ERE ERIS e 
a la V(e—x):+ (a+ 2 


Condiţia de anulare a derivatei se scrie deci (c—x)2+(a+4+b):=k:(c—x)?, 
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adică (c—x)\/k?—1=(a+b), deci: s= AER. 


Vom presupune că este îndeplinită condiția : 
(1) c-Vh—Iza-+d 
(adică soluţia obţinută mai sus este nenegativă). Timpul necesar par- 


curgerii traseului AB, precizat ca în construcția de mai sus va fi în 
acest caz: 


za oi aa 
Ta= = [e+ (a+b) VEI). 


(Am considerat evident că are loc 1 <&%). 

Discuția de mai sus este incompletă deoarece am plecat de la 
premiza că alergătorul a ajuns la concluzia că este optim să alerge 
măcar o porțiune a traseului (de lungime x) de-a lungul potecii 2. În 
caz contrar, ar fi fost preferabil desigur să parcurgă segmentul AB 
a cărui lungime este dată evident de Vc?+(a—b):. Deoarece acest 
segment este situat în pădure și sportivul va alerga cu viteza v va 
avea nevoie de un timp 


T,= 4. VEF ab. 
v 


pentru a ajunge din A în B. Soluția indicată mai sus va fi deci optimă 
dacă și numai dacă mai are loc și Tes T, adică 


(2) A E <V (a—b)?. 


Vom interpreta geometric această nouă inegalitate presupunind că este fixat 
punctul 4 (deci numărul a) și raportul k al vitezelor. Ne propunem să găsim locul geome- 
tric £ al punctelor B pentru care este îndeplinită inegalitatea (2). Ca etapă intermediară 
vom căuta locul geometric 2’ al punctelor B (cu 4'B'=c şi B'B=b), pentru care are 
loc egalitatea : 


Boo erai) VRZI var. 
k 


Pentru astfel de puncte B, va avea loc To= T, deci sportivul va avea două varian- 
te de traseu optim. 

Ne reamintim că pentru a putea exista un traseu optim care să se suprapună parțial 
peste poteca p era necesar să mai fie îndeplinită o inegalitate (1). Punctele B (din întregul 


plan) pentru care are loc c AI k?— 1=a +b se plasează pe o dreaptă ce trece prin simetri- 
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a 
cul A” al lui A față de p(c=0, b= —a) şi taie p într-un punct A, (= Ta P b=0) 


Ne vom opri atenția doar asupra unei semidrepte 4, (situată „în pădure“ adica de acea 
parte a lui de care este A) Inegalitatea (1) se va traduce acum prin situarea lui B. 
într-un anume unghi (limitat de semidreapta A. și de o semidreaptă 4,7 situată pe poteca 
$). Prin simetrie față de dreapta AA” vom găsi încă o semidreaăptă Aju’. Timpul optim 
ar fi putut fi deci Tọ doar dacă B era exterior unghiului uA” w. 


Fig. 148 


Să revenim acum la egalitatea (3). În membrul secund apare evident distanța 

AB. În egalitatea cu zero a membrului I cititorul familiarizat cu geometria analitică va 

recunoaște ecuația unei drepte d în care c, b joacă rolul variabilelor iar a și k sînt para- 

metri. Mai mult, această ecuaţie este scrisă sub formă normală. Dreapta d trece evident 

prin A” (c=0, b=—a) şi printr-un punct E (c=—a VE=1 b=0). Se mai constată că 
A Aj este perpendiculară (în F) pe d. 

Un punct B va satisface deci ecuaţia (3) dacă și numai dacă distanţa AB este egală 

cu distanța BB, de la B la dreapta d. Dar această condiție exprimă situarea lui B pe o 

parabolă ÎI de focar A și directoare d ; dreapta AF este axă de simetrie a acestei parabole. 

(Pe figura 148 s-a pus înevidență doar un arc al acestei parabole, una din extremități 


fiind virful V al parabolei ĮI. Desenul corespunde valorii k==2). Se mai poate constata 
uor că II este tangentă în A, dreptei p. Deoarece orientasem dreapta p de la A'spre 
E’ vom reţine în locul geometric 2’ doar un arc limitat în G al parabolei II (G este şi 
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AA”; corespunde valorilor c=0 şi b=a(k— 1) (&-—V k?— 1); în cazul particular £=2 ohţi- 
nem b%0,27 a). Locul geometric 2 va conține evident și un arc simetric acestuia 
față de dreapta AÑ’. 


Vom constata, uşor că £ conţine punctele situate între poteca p și linia alcătuită 
de arcele celor două parabole II și Il” ce pornesc din G. Considerind şi inegalitatea (1) vom 
constata că formula timpului optim Tọ corespunde doar acelor puncte B ce se situează 
în regiunea, hașurată pe figura 149 (în care s-a considerat k=3). 


V.4. a) Verificarea condițiilor 1°, 2°, 3° este imediată. Pentru a 
verifica 4° considerăm pentru început un . 
punct. C situat în dreptunghiul AXBX' 
avînd laturile de direcţii 8, și 5. Urmărind 
figura 150 obținem d(4,C)+4(C,B) — 
—d(A4, B) = AY+ YC+ CZ+ ZB-— AX — 
—X B=YC-4-CZ—YX—XZ=0. Pentru un 
alt punct C’ situat în afara dreptunghiu- 
lui obținem d(A, C')+d(C”, B)—d(A, B)= 
= AY'+ Y'C'+ C'Z'+ Z'B— AX — BX = 
= XY'+ Y'C'+C'Z'+Z'X>0. Pentru ri- 
goarea demonstraţiei se impune să consta- 
tăm inegalităţi analoage și pentru puncte 
Cı C, situate în afara dreptunghiului 
AXBX' dar între două perechi de laturi ale sale prelungite infinit. 


Considerarea distanţei d aici definită se poate dovedi foarte naturală 
în cîteva situaţii practice. Într-un oraş cu retea de străzi perpendiculare 
pentru deplasarea de la un punci A la un punct B cu piciorul sau maşina 
se pune în evidență distanța d(A, B) şi nu lungimea segmentului AB. 
O situaţie analoagă are loc într-o grădină sau seră parcelată prin straturi. 
Există de asemenea dispozitive tehnice în care mișcarea unui punct se 
Poate realiza doar de-a lungul unei direcții materializată printr-o dreaptă 
ce poate ghsa perpendicular unei alte drepte. 

b) Așa cum s-a constatat la punctul precedent poate avea loc 
d(A, By=d(A, M)+d(M, B) dacă și numai dacă M este în interiorul 
sau pe frontiera dreptunghiului AX BX". (Pe figura 150 punctul M 
se consideră succesiv drept C, Cı C’ sau C.). i 

c) Condiţia enunțată implică d(A, N)+4(N, B)=d4(4, B) deci N 
aparține locului geometric de la b), această apartenență fiind însă 


. iz 1 
doar necesară nu și suficientă. Condiția d(4, N)= îi d(A, B) se tran- 


Fig. 150 


scrie NN +NN, = - (AX+XB), unde s-au notat cu N, N, proiecţiile 


lui N pe dreptele AX şi AX’. Conform problemei II.4.a deducem că 
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trebuie să se plaseze pe o perpendicu- 
lară pe bisectoarea -la a unghiului 
AAĂ'. Corelind această condiție cu 
cea de mai sus găsim că locul geome- 
tric al „mijloacelor N ale segmentului 
AB“ este un segment CD interior 
dreptunghiului AX BX’. 

Pentru a individualiza segmentul 
CD putem observa că trece prin cen- 
trul O al dreptunghiului AXBX’ (din 
motive de simetrie). Exprimînd d(4, C) = 


Fig. 1451 ` 


d(A, B) deducem caracterizarea lui C: X'C=- AX —Bă|. 


Este important să se observe că există segmente AB ce au „un 
singur mijloc“ ; pentru aceasta este necesar și suficient ca dreptunghiul 
AXBX' să „aibă lăţimea nulă“ adică dreapta AB să aibă direcția 
5, sau 6.. 

d) La punctul precedent am explicitat intersecția locului geo- 
metric cu regiunea de plan interioară dreptunghiului AX BĂ”, regiune 
numerotată pe figura 152 cu |. 


62 
Fig. 152 Fig. 153 


I. Presupunînd că arc loc AX>XB>0 ne convingem ușor că 
locul geometric căutat nu conține puncte în regiunile 2 și 3. Într- 
adevăr, (fig. 153) dacă P este în regiunea 2 și paralela prin P la AX 
taie AX’ în U şi BX în V, condiția d(A4, P)=d(P, B) devine PU + 
+LUA=PV+VB sau UA=AX+VB sau 2VB=BX—AX<0 (dacă 
AX=XB punctele semidreptelor Xa și X'x' ce bordează regiunile 
2 şi 3 aparțin evident locului ; în regiunile 2 și 3 nu pot exista alte 
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puncte ale locului). În aceeași ipoteză, 
AX >BĂ >0, folosind aceeaşi metodă 
și figura 154, constatăm că locul geome- 
tric conține semidreptele CC' și DD' 
în regiunile 4 și 5 (punctele C, D fiind 
construite ca la punctul precedent) iar 
regiunile 6—9 nu conțin puncte ale 
locului. Deci, cînd AX > Bă > 0 locul 
geometric căutat este C'CUCDUDD”, 
adică linia îngroșată pe figura 154. 
Drept cazuri limită ale situaţiei ana- 
lizate apar caracterizările locului geome- 
tric căutat în următoarele două situaţii. 


Fig. 154 


II. AX >BX=0: (sau AX=0<BX) locul geometric este chiar 
mediatoarea în sens euclidian a segmentului AB (acum punctele C, D 
coincid cu mijlocul segmentului AB). 

III. AX=BX >0. În acest caz punctele din regiunile 6 şi 8 (cu 


X 


Fig. 155 


tot cu frontieră) aparțin locului iar 
segmentul CD se confundă cu diagonala 
XX’ a dreptunghiului. Prin urmare 
locul geometric se compune din interi- 
oarele și frontiera unghiurilor x,X x, şi 
AĂ'ăa împreună cu segmentul XX’ 
(Figura 155). k 
Atragem atenția mai ales asupra 
ultimului caz (dar şi a celui generic AX > 
> BX >0) deoarece se constată că pentru 
o anumită distanță diferită de cea eucli- 
diană mediatoarea unui segment nu mai 
este în mod necesar o dreaplă. Să mai 
observăm şi faptul că, exceptind cazul II, 


cunoscând „locul geometric mediatoare“ putem 


regăsi în mod unic segmentul AB. 

Evident, cazul AX <BX nu a mai fost ana- 
lizat, el reducîndu-se la cel studiat printr-o reno- 
tare convenabilă a direcțiilor date, 8, şi Se. 

e) Fie d, și da dreptele prin A de direcţii 5, 
Și ða. Condiţia d(4, Q)=r se explicitează prin : 
suma distanțelor lui Q la dreptele d, şi d, 
este r. Conform problemei II.4 constatăm că 
locul geometric căutat este pătratul B.,B.B,B, 
unde AB, =A4AB,=4AB;,=4B,=r. 
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Deducem că, în actuala distanță, două „cercuri“ 
pot avea în comun un segment. Această situație 
are loc dacă cercurile date sînt „tangente“, adică 
d(A, A)=rzr' şi, în plus, direcha AA' nu 
coincide cu nici una dintre directiile 8. şi 8. 
(Fig. 157). i 

Este interesant de remarcat cà în „geometria 
acestei distante“ perimetrul cercului B, BBB, 
este d(B,, B-)+4(B:, B3)+d(Bs, B) +4(B.B:)= 
=84AB,=87r.. 

f) Considerăm dreptunghiul AX BX’ și împărțirea planului în 
nouă regiuni ca în schița 152 ce însoțește abordarea punctului c). 
Evident, dacă AB este paralel cu d, sau d, regiunile 1, 2, 3 sau 1, 4,5 
vor dispare. Conform celor demonstrate la a) și ținînd seama de „ine- 


w 


galitatea triunghiulară“ a. 4°) deducem : E 

— dacă 2a<d(4, B) nu pot exista puncte alc locului în nici o 
regiune ; E OE 

— dacă 2a=d(4, B) toate punctele regiunii 1 (inclusiv perimetru? 
dreptunghiului) aparțin locului. | 

Vom considera în continuare că are loc 2a >4(A, B) şi vom nota 


Fig. 157 


b = a — aţa, B). Se constată ușor că punctele R ale „elipsei“ din 
2 


regiunile 2, 3, 4, 5 se caracterizează prin faptul că distanța RR” de la 
R la dreptunghiul AXBĂ” este b. (Evident aceasta înseamnă că KR’ 
este punctul cel mai apropiat de R de pe perimetrul dreptunghiului ; 
RR” va fi paralel cu AX dacă R este în regiunea 2 sau 3 și cu XB dacă 
R este în 4 sau 5. Deci locul geo-. 
metric va conţine în fiecare din 
aceste regiuni cîte un segment 
E,Eąı ca în schița 158. Pentru 
a explicita apartenența la locul 
„geometric a punctelor din regiu- 
nile 6—9 procedăm în același mod. 
Fie sı, $a semidreptele. ce bor- 
dează una din aceste regiuni. 
Condiţia revine evident la suma 
distanțelor lui R la semidreptele £ 
Sa, Se să fie egală cu b. Folosind 1 
din nou problema II.4.a deducem 
că locul geometric conține în 
fiecare astfel de regiune un seg- Fig. 158 
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Fig. 159 


ment perpendicular pe bisectoarea unghiului (sı, Sa). Deducem că, în 
cazul generic, locul geometric „elipsa de focare A, B și semiaxă a“ 
este un octogon E,EEsEEsEsEEe. În diverse cazuri particulare, dar 
în care AB, octogonul poate deveni : 

hexagon dacă ABllă, (sau AB|]5.) iar 2a>d(4, B); 

dreptunghi dacă AB nu are direcția 3 sau 8. și 2a=d(4,B); 

segment (închis) dacă AB|8, (sau AB|8,), iar 2a=d(4, B) ; 

mulțimea vidă dacă 2a<d(A, B). 

Se constată că, în actuala distanță perimetrul elipsei este 8b-+ 
+2d(4, B)=8a—2d(4, B). | 

g) Metoda ce o utilizăm este aceeași ca mai sus : explicitarea con- 
diției pentru puncte S din cele două regiuni determinate de laturile 
triunghiului AX BX’. Vom nota în acest scop: 


d(4, B)=2c, AS) = + lăt4, S)-d(S, B)| ; 2e=14X—BX| 


Cu aceste notații valorile lui f(S) în cele nouă regiuni se explicitează 


imediat ca în figura 160. 
B) 


era dreptunghiului, situat 
pe dreapta prin S de di- 
recție 65, (respectiv 382). 
cel mai aproape de S. 
" Analizînd acum poziţiile 
punctelor T şi U pentru 
care are loc condiţia enun- 


S-a notat prin 7 (respec- 
tiv U) punctul de fronti- 
le-AT|  |ic-d(s.-B)l |c-BT| 
(A) 
tată se.conchide că aspec- e] ic -AUJ e! 
tul „hiperbolelor“ căutate 


va depinde de valorile Fig. 160 


GEOMETRIA DISTANȚEI—SOLUŢII V. 4—5 161 


Fig. 161 


a, c, e în modul descris de schițele 161 (presupunem 4X > BX). 

Este important să se observe marele grad de „variabilitate“ ale 
acestor locuri geometrice în raport cu pozițiile punctelor A, B și cu 
constanta a ce intervine în discuţie. De altfel noi nici nu am analizat 
aici unele poziţii particulare pentru A, B (anume A4AX=XB sau ABİ 
||3). Este instructiv să se reobțină pe această cale „mediatoarele“ 
găsite la d. Se va mai remarca de asemenea că pentru a >c locul geo- 
metric „hiperbola de focare A, B” este mulțimea vidă. 


: V.5. a) Dacă a are direcţia 8, sau 5, şi A' este proiecția lui A pe 
- a, este evident că are loc d(A, a)=min d(A, M)=d(A, A’). Vom pre- 
a Ea 


supune că a este într-o poziție generică adică nu este paralelă vreunei 
direcții 3, Considerăm puncte A+ pe 4 încât AAJ]8, (cu 7= 1,2). Pentru 
M arbitrar pe a vom nota prin x,y distanţele de la M la AA, şi AA». 
Evident, d(4, M)=x+y şi urmea- 

„ză să căutăm minimul acestei 

$ 3 TA M„ expresii. 
2 Pentru M între A, și Aa are 
loc AA s x+AAs y = AA, E A Aa. 
În ipoteza AAs, S 44, rezultă . 


d(4, May at 0 y = Ada 
AA, 


Pentru M exterior segmentului 

64 : AA, cu notaţiile din figură, are 

Fig. 162 loc d(4, M)= "+ y'> y > AA.> 

-- > AA, d(A, M"”)=x" +y" > x" 

>A4AA. Deducem uşor d(A, a)= d(A,A:)=44A, Pentru a ne elibera 
de ipoteza provizorie AA4aSA44. vom observa formula generală 


() SEI d(A, aj=min(A A, 442). 
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(unde Aı, A, are semnificațiile mai sus precizate). Această formulă 
este valabilă pentru orice poziție a dreptei a. 

Observaţii. În cazul cînd A As =A Ag, adică direcţia lui a bisectează direcţiile â,, 63, 
peniru orice M pe segmentul închis A,A, are loc d(A, a) = d(A, M). i . 

Credem că această problemă pune în evidență importanța observaţiei din geometria 
euclidiană : „distanţa de la un punct A la o dreaptă a, adică minimul distanței AX cind 
X parcurge a, este distanța de la A la proiecția sa, A’ pe a”. Aici incepe a fi dificil să definim 
noțiunea de proiecție pentru a ne asigura unicitatea ei şi valabilitatea afirmației de mai sus. 
Invilăm cititorul să constate că proprietăţile euclidiene : d(A, M) > a(A, N)ed( A’, M)> 
> d(A', N) îşi pierd aici valabilitatea, oricum ar defini proiecjia A’. 

b) În cazul cînd dreptele a, b ar fi paralele, distanțele (M, a), 
d(M, B) ar fi proporționale cu distanţele euclidiene MM,, și MM, 
„dela M la cele două drepte și problema se reduce imediat la II.4.c. 
Vom presupune în continuare că a, b sînt secante în O.. 

Următoarea etapă în rezolvarea problemei ne va permite să ho- 
tărîm dacă alternativa oferită de formula 
(") ne va permite să afirmăm d(A, a)= AA, 
sau d(A,a)= AA.. Considerăm dreptele 
dı, de prin O şi de direcţii 8,, 82. Bisec- 
toarele unghiurilor acestor drepte împart 
planul în regiuni ce le notăm ca în figura 
163. Pentru o dreaptă din regiunea I are 
loc evident d(A, u)=AA, unde AA,ld, și 
A,eu. Pentru o dreaptă v din regiunea II 
are loc d(4, v)=AA, cu punctul A, defi- Fi 

E So a Ă 1g. 163 
nit analog. Cînd 4 sau v coincid cu bisec- 
toarele «œ, «' oricare dintre egalitățile de mai sus este corectă. 

Constatăm deci că explicitarea proprietăților din enunţ solicită 
analiza a două cazuri, după cum a, b se găsesc sau nu în aceeași re- 
giune I sau II. 

A) Vom presupune că dreptele a, b sînt ambele în aceeaşi regiune, 
de exemplu II. Vom nota prin Ma, M, 
punctele în care dreapta de direcţie 8, prin 
M taie a respectiv b. 

1° M aparţine locului geometric dacă și 
numai dacă MM.=MM,. Conform Il. 5 
locul geometric este reuniunea între: o 
dreaptă prin O situată în unghiurile ascuţite 
formate de a, b şi dreapta d, prin O de 
direcție 3,. Constatăm astfel, că în geometria 
Fig. 164 - „distanţei d“, una din „bisectoare“ depinde 
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doar de plasarea cuplului de drepte (a, b) într-o aceeași regiune și 
nude pozițiile lor în această regiune ! 

2°, Condiţia ca M să aparțină locului geometric devine MMa+- 
+MM,=h. Dacă M se plasează între Ma, M, este necesar și suficient 
să aibă loc M„M,=h. Există exact două segmente AB şi A'B’ limi- 
tate de a, b, avind lungimea / și direcția 8a, Evident, aceste segmente 

a (închise) vor fi incluse în 
locul geometric. Mai con- 
statăm că în „unghiurile 
ascuţite“ formate de a, b 
nu mai pot exista alte 
puncte M ale locului geo- 
metric. 

Fie N pe AB’; paralel 
prin N la AB taie a, b, 4, 
B' în Na, N,, N'. Constatăm 
ușor NNa+NN,= N,N' + 
+NN,=NN'=AB=h deci N aparține locului geometric. Analog 
(segmentul (închis) A'B este conținut în locul geometric. În „un- 
ghiurile obtuze“ formate de a, b nu pot exista alte puncte ale 
locului geometric. Deci, locul geometric căutat este frontiera parale- 
logramului ABA'B' (Fig. 165). 


Fig. 165 


-Observalie. Locul geometric analog din geometria euclidiană (vezi II. 4. a) este un 
dreptunghi, deci o figură asemănătoare acesteia. Paralelogramul ABA'B' poale deveni 
dreptunghi numai cînd a, b coincid cu bisectoarele a, œ’ (în acel caz ABA'B' este chiar pătrat). 
Pentru acest caz particular limită, indicarea unghiurilor formate de a, b prin adjectivul ascuțit 
sau obtuz devine improprie (am justificat astfel rostul unor ghilimele ce apar în redactarea 
soluției). Mai trebuie remarcat că o pereche de laturi ale paralelogramului (cele „scurie“) 
sint paralele cu 8, dar celelalte au direcții variabile. 


3° Reluăm (la scară micșorată) paralelogramul ABA'B' ce re- 
prezintă locul geometric precedent (deci AB=h, etc.). Pentru un 
punct M pe prelungirea Bz 
a lui AB observăm: Ma=A, 
M,=B şi d(M, a)—d(M,b)= ` 
=MA-—MB= AB= h. Con- 
statăm astfel că în cele două 
„unghiuri obtuze“ formate de 
a, b singurele puncte ale lo- 
cului geometric sînt cele pla- 
sate pe semidrepte Bx, B'x. 

Considerăm paralele c, c' 
prin B, B'la a. Pentru puncte Fig. 166 
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M interioare unghiurilor „ascuţite“ formate de (a, b) condiția de apar- 
tenență la locul geometric devine d(M, c)=d(M, b) respectiv d(M, c°} = 
=d(M, d). Se constată imediat că aceste puncte se situează pe semi- 
drepte By și B'y' ce „bisectează“ (în sensul distanței 4) unghiurile 
(b, c) respectiv (b', c”). 

4 Pe o dreaptă m de direcție 3, (ce taie a, b în Ma, M,) există 
evident exact două puncte ale locului geometric M și M’ (cazul k=1 
este exclus aici deoarece a fost tratat la 1°). Cu același raționament 
(și aceeași trimitere) ca la 1° se con- 
stată că locul geometric este o pere- 
che (}, l’) de drepte prin O, armonic 
conjugate cu (a, b). 

B) Vom presupune acum că a, b 
sînt în regiuni diferite; de exemplu 
a EII și bel. Pentru un punct gene- 
ric M, în afară de punctele Ma, M, 
considerate mai sus, se impune aten- 
ției un nou punct M, situat pe b și 
astfel încît M.M să aibă direcția 3,. 
Pentru explicitarea condițiilor din 
enunț vom înlocui evident 4(M, a)= 
= MM, d(M, 6)=MM.. 

Dacă am exclude (pentru început) Fig. 167 
din considerație cazul. cînd dreapta CA 
b are direcția 6, am putea pune în evidență unghiul œ format 
de b cu direcţia 8, ; notînd A=ctg & obținem ușor MM.=AMM,. Am 
putea astfel găsi și. în acest caz B), caracterizări analoage celor de 
la cazul precedent pentru cele: patru locuri geometrice. Am afirmat 
că este vorba de caracterizări analoage, nu de caracterizări identice : 


Fig. 168 l Fig. 169 
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condiția 1° ia forma 4°, la 4° se înlocuiește constanta k prin A% iar în 
loc de 2°, 3° ar interveni în discuţie : 2’ : MMa+AMM,=h şi 3' :MMa— 
—AMM,=h. Aici, deoarece A are semnificație geometrică precizată 
nu am putea afirma că 2’ și 3' sînt mai generale decît 2°, respectiv 
8°; renunţînd însă la sensul geometric al lui A putem studia ușor, 
locurile geometrice 2’ (fig. 168) și 3' (fig. 169). E 

c) Vom putea presupune că dreapta a face cu direcția 5 un 
unghi ascuțit de cel mult 45°; în caz contrar ar trebui doar să substituim 
modul de notare. Vom lua în considerare punctele B, C ale dreptei 

E a încît AB, AC să aibă direcții 8,, Sa 

Me_A (figura 170). Pentru un punct generic 

M vom considera punctele Ma pe a, M. 

pe AB încît M, Ma, Me să fie pe o 

dreaptă de direcţie $, precum și punctul 

M, încît AM.MM, să fie dreptunghi. 

C Cu aceste notații are loc d(M, A)= 

= AM + MM = AM + MM şi d(M, a)= 

| = M Mu. Deci pentru ca M să aparțină 
locului geometric trebuie să aibă loc: (4AM,+M,M)=e-MMa. 

Ne propunem ca într-o primă etapă să găsim poziția punctelor 
locului geometric de pe laturile eventual prelungite ale triunghiului 
ABC (comentată în raport cu valorile lui e) ;. Folosind apoi în mod 
convenabil aceste puncte vom obține întregul loc geometric. 

Pentru punctele M situate pe dreapta AB condiția de aparte- 


nență la locul geometric este eMMa=MA. Dar MM. SE BM. 


Fig. 170 


Vom nota k=e = şi deci pentru aceste puncte M se impune să 


aibă loc: MA=RkMB. Apar deci următoarele posibilităţi : 

1° k>1 (adică e-AC>AB). Va exista un punct M, al locului 
pe segmentul AB și un punct M, pe prelungirea dreptei AB dincolo 
de B. l 

2° k=1 (adică eAC=AB). Mijlocul D al segmentului AB va. 
aparține locului și punctul de la infinit al dreptei AB. i 
l 3° k<1 (adică e AC<AB). Va exista un punct M, al locului 
geometric pe segmentul AB și un punct M, pe prelungirea dreptei 
AB (dincolo de 4). E 

Pentru puncte M situate pe dreapta AC condiţia de apartenență 
la locul geometric este MA=e MC. Punem deci în evidență mijlocul 
E al segmentului AC (va aparţine locului dacă şi numai dacă e=1). 
Vom determina M, pe segmentul AC'și în funcţie de situaţia e>1 sau 
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e<1, un punct M, de cealaltă parte a lui a față de A sau un punct 
Me. de aceeași parte a lui a cu A. (Punctele M, vor fi luate în conside- 
rare cînd vor aparține locului geometric). 

Poziţia ce-am ales-o pentru dreapta a asigură AC <AB deci k <e. 
Deci, pentru a preciza forma locului geometric vom avea de discutat 
următoarele situații I) e>k>1; II) e>k=1 ; III) e>1>ă; IV) e= 
=] >; V) 1>e>k. În acest moment considerăm că ducerea pînă 
la capăt a „ghicirii“ demonstrării locului geometric și corectitudinii 
acestui loc geometric constituie pentru fiecare din cele cinci cazuri o 
etapă lungă dar lipsită de dificultăţi de principiu. Prezentăm pe figura 
171 cele cinci tipuri de „conice“ pentru a sugera ce trebuie demonstrat. 


hg N K 


a a E 
Fig. 171 


În cadrul trasării este importantă punerea în evidență a punctelor 
S, S', picioare ale bisectoarelor din A ale triunghiului A BC, deoarece 
segmente sau semidrepte ce compun „conicele“ trec prin aceste puncte. 
Alternarea grosimilor este destinată unei mai ușoare separări vizuale 
ale acestor curbe. 

Dacă ar fi să numim fiecare din aceste „d-conice“ ar merita să o ` 
facem astfel : 

Tipul V (1>e>k): d-elipsă (este curbă închisă). 3 

Tipul IV (e=1 >k): d-parabolă („se închide la infinit") ; 
- Tipurile I—III (e>1): d-hiperbole (la rîndul lor pot fi încă 
veclasificate după valorile lui k). 

i 
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Comparînd însă aceste forme cu cele ale comicelor euclidiene consta- 
tăm absenta oricărei coincidenţe între curbele caracterizate prin proprie- 
zățile de acolo şi cele de aici. 


În afara analogiei între modul de definire al acestor locuri geometrice 
şi modul clasic de definire al conicelor dorim să mat indicăm o proprietate 
comună a acestor locuri geometrice şi a conicelor (proprietate necarac- 
teristică) : o dreaptă arbitrată d ce taie locul geometric considerat în 
mai mult de două puncte are în comun cu locul geometric o in finitate de 
puncte. i i 

Să mai observăm că trasarea acestor d-conice poate fi mult uşurată 
dacă ne organizăm calculele după metodele geometriei analitice. Într-un 
reper cartezian avînd BA şi CA ca axe ecuația dreptei a ar fi y+ AC+ 


-+ x=0 şi ecuația locului devine : 
AB 


| AC 
x|+]y]= +4C+ — 
sii yl=e|y T 


Evident, cei trei modului se cer explicitați după poziția punctului (x, y) 
în cele şapte regiuni determinate în plan de AB, AC șia. 

În cadrul atestui mod de tratare se constată că în această „d-geometrie“ 
definiția enunțată pentru conice duce la curbe avind ecuaţii liniare pe 
porţiuni. l 

V.6. a) Să presupunem Oz4 și fie d distanța de la O la a, e dis- 
tanța de la O la A. Se impune atenției următoarele cazuri : 

1° R<d: locul geometric este un cerc; 

22 R=d: din cercul O(0, R) trebuie 
să excludem punctul O' de tangenţă cu a; 

3° d<R <e: din cercul O(O, R) trebuie 
excluse punctele aflate pe a sau în celălalt 
semiplan determinat de O în raport cu a; 

4° R=e: în raport cu cazul precedent 
vom renunţa la a-l exclude pe A; 

5° R>e: în raport cu subcazul 3° vom 
mai adăuga acum punctele unui semicerc 
(deschis, limitat de a, cu centrul în A şi 
Fig. 172 rază R—e). 


În figura 172 grosimile cercurilor alternează pentru a se putea urmări mai uşor 
care anume „semicerc“ este prelungire a unui anumit arc de cer. Pentru modul continuu 
de a crește a acestor cercuri considerăm sugestivă următoarea imagine. Picături de ulei 
cad succesiv în punctul O al unei suprafețe plane ; din motive de minimizare a tensiuni 
superficiale pata de ulei își păstrează o formă uirculară. La atingerea unui obstacol liniar, 
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a, considerăm posibil un efect de menisc prin care să se excludă (în mod convențional) 
punctul O' de pe contur. Pata lărgindu-se în continuare va, ajunge la punctul A (pe care 
îl gindim acum drept o întrerupere aproximativ punctiformă a obstacolului liniar a. 
Lărgirea în continuare a petei va furniza moment cu moment imagini ale „cercurilor“ 
acestei geometrii. Cititorul ce este familiarizat cu propagarea unor fenomene ondulatorii 
va putea reformula acest exemplu în mod mai sugestiv. 


Cînd O coincide cu A o simplă eliminare a punctelor de pe dreapta 
a permite să trecem de la „cercuri euclidiene“ la locurile geometrice 
cerute. 

b) Să presupunem B, C în acelaşi semiplan determinat de a. Dacă 
ABZAC locul geometric este intersecţia între „mediatoarea cuclidi- 
ană“ ma lui BC şi semiplanul în care se găsesc B, C. Dacă AB=AC i 
m trece prin A și trebuie să-i adăugăm celălalt semiplan (în care nu 


sînt B, C) pentru a obţine locul geometric. (Fig. 173). 


A A A oC 
Ss 
a B 
O O 9 a 
Bic a C oB 


Fig. 173 


Să presupunem acum B, C situate în semiplane distincte B, Y 
în raport cu æ. Vom mai nota AB--AC=d. În cazul cînd d=0 locul 
geometric constă evident în- 
tr-un singur punct, A. Dacă 
d+#0 putem presupune (schim- 
bînd eventual notarea punc- 
telor B, C) că are loc 4>0. 

Un punct M din semi- 
planul f va fi egal depărtat 
de B, C dacă și numai dacă 
MA-+AC=MB adică MB-— 
—MA= AC. Înseamnă că M 
se plasează pe o hiperbolă de 
focare A, B (pe ramura mai C, 
apropiată de 4, ca în figura Fig. 174 
174). 
~ Un punct M din semiplanul y va fi egal depărtat de B, C dacă şi 
numai dacă M se plasează pe o ramură de hiperbolă avînd focare Å, C. 


A 
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Dar, pentru orice punct M din plan, MC—MAsSAC<AB, deci locul 
geometric nu conţine puncte în regiunea y. i 

Credem că acest exemplu va permite cititorului să reflecteze mai 
profund asupra unor teoreme de geometrie atit de simple încît par evi- 
dente : „orice punct de pe perpendiculara ridicată în mijlocul unut seg- 
ment este egal depărtat de extremități“. Aici, punctele „egal depărtate“ 
le B, C se-situează pe un arc de hiperbolă. 


V.7. a) Fie L o linie cu extremităţi M, N şi fie Lo intersecția „mul- 
țimii“ L cu muchiile tetraedrului. În cazul cînd [ are lungime minimă 
şi există X, Y în l, situate pe aceeași față f a lui ABCD putem presu- 
pune că'are loc fOl=XY (înțelegîind evident că XY este un segment) ; 
într-adevăr, în caz contrar am înlocui porțiunea dintre X şi Y a liniei 
prin segmentul XY, obţinînd astfel o linie [' mai scurtă. Rezultă deci 
că putem determina în mod unic linia L cunoscînd doar lo 


Să mai remarcăm că în obținerea acestui rezultat pregătitor există o anumită 
ambiguitate. Cititorul mai exigent este invitat să gîndească o linie ¿ drept o aplicație 
continuă definită pe un segment [a, b] al dreptei reale, cu valori în S şi astfel încît ((a):=M, 
((8)=N.. Putem încă să ne imaginăm că [a, b] este un interval temporal astfel încât, 
pentru ż parcurgînd acest interval, punctul [(î) să se mişte pe „linia 1“. Deoarece „viteza“ 
de mișcare a punctului (t) nu influențează în nici un mod mulțimea valorilor aplicației / 
putem face.o nouă rectificare a interpretării privind / drept submulțime ordonată (7, <) 
a lui S. Şi această interpretare are un defect pentru că nu precizează ce anume submulțim i 
t’ ale lui Si pot. fi privite ca linii dar îl putem înlătura punînd condiția de a exista o apli- 
caţie continuă f de la un segment al axei reale la mulțimea f’. Asupra condiţiei de conti- 
nuitate aici folosită preferăm să nu o explicităm ci doar să o facem intuită prin „linia 
L se poate.trasa fără a depărta creionul de pe S“. Dacă mai impunem ca trasarea să începe 
din M şi să: ia sfîrşit în N ordonarea < se exprimă prin : „X<Y dacă X este trasat 
înaintea lui Y“, Considerăm deci o ultimă interpretare ca cea mai potrivită: o linie 4 
pe S de la M la N este o submulțime a lui S ce poate fi trasată pornind din M și sfirșind 
in N. Acum putean explicita ce s-a înțeles prin „porţiunea dintre X şi Y“ a liniei Z: mul- 
țimea. punctelor ce în trasarea envisajată sînt punctate după X și înainte de Y. Textul 
inițial va mai beneficia de o anumită precizare : - 

Putem deci determina unic £ cunoscînd doar mulțimea ordonată lg (ordonarea fiind 

cea a trasării). , A 
Mulțimea lọ va putea consta dintr-un 
număr de puncte cuprins între O (cînd M și 
N sînt pe aceeași față) și 3. Într-adevăr dacă 
L ar traversa trei muchii (cel puţin) putem 
presupune, fără a restrînge generalitatea 
(făcînd o renumerotare a vîrfurilor), că pri- 
mele muchii traversate, în X, și X., sînt AB 
şi AC. Linia [va putea apoi continua doar 
pe fața ACD. Dacă ar tăia apoi AD în Xa 
am putea înlocui porțiunea X,XXX, prin seg- 
mentul XXe ; rezultă că cea dea treia muchie 
tăiată nu poate fi decît CD. Oricare din cele 
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trei muchii încă netăiate AD, DB, BC sînt coplanare cu AB sau AC 
-astfel că linia / nu mai poate tăia niciuna din aceste muchii. 

Abia după aceste pregătiri trecem la determinarea efectivă a 
liniei ¿. Dacă M și N ar fi pe aceeași față, segmentul MN ar fi evident 
cea mai scurtă linie de la M la N și lungimea sa ar constitui d(M, N). 
Să presupunem deci că M şi N sînt pe fețe diferite ; putem face astfel 
numerotarea virfurilor încît M să fie pe fața DBC iar N pe ABC. 
Vom examina cazurile cînd linia / de la M la N taie în ordine următoarele 
muchii : 1° BC; 2 BD și AB; 3° CD și AC; 4 CD, AD ṣi AB: 5 

„BD, DA şi AC. Examinind figura precedentă constatăm ușor că în : 
afara acestor cinci cazuri nu mai pot exista altele. Ne propunem să 
discutăm după poziția lui M și N care din cele cinci posibilități conduc 
la linia ¿ de lungime minimă. În acest scop vom considera pe. aceeași 
figură diverse posibi- l 

lități de desfăşurare 
plană a tetraedrului 
ABCD, planul fiind 
mereu cel al feței 
ABC. 


În partea de sus - 
a figurii 175 am pre- 
zentat triunghiul echi- 
lateral D,BC obţinut 
din DBC prin rotire 
în jurul lui BC. Par- 
tea din stînga mijloc 
CDA B se obţine sec- 
tționînd ABCD după 
linia BC şi „desdoind“ 
muchiile AB și BD. 
Descrieri analoage per- 
mit înțelegerea între- ; 
gii figuri Punctul M | ER | | 
nu este prezent pe desen direct ci prin imaginile sale în planul 
ABCD, M, cu i=], 2, 3,4,5. ` E 

Cunoaşterea oricăruia din aceste puncte M, permite determinarea 
rapidă a celorlalte : M. şi M, sînt simetricele lui M, în raport cu B 
și respectiv C, MMDD, și M,M,D,D, sînt paralelograme. În con- 
secință avem de căutat drumurile minime de la un punct N interior 
triunghiului ABC şi punctele M, (drumuri ce trebuie să se găsească 
n planul ABC) și apoi să găsim pe cel mai mic dintre acestea. 


t 
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` Drumul minim de la N la M; este segmentul NM,. Pentru a pune 
în evidență ordinea mărimilor acestor segmente trebuie să considerăm 
cele C2=10 mediatoare ale segmentelor MM, și regiunile în care 
separă aceste mediatoare interiorul triunghiului ABC. Mediatoarele 
segmentelor M,M şi M,M. trec evident prin D și respectiv C ; deoarece 
nu pot fi paralele vor fi secante într-un punct A/'. Semidreapta BM’ 
(respectiv CM”) este interioară unghiului ABC (respectiv * ACB) 
dacă și numai dacă M, este interior unghiului D,BB' (respectiv 
+ D,CC') : subiînţelegem evident că B’, C’ sînt mijloace de laturi ale 
triunghiului echilateral D,BC. Prin urmare M“ este interior triunghiului 
A BC sau pe laturile AB, AC dacă și numai dacă M, este în interiorul 
sau pe laturile patrulaterului D,C'G„B'. Pornind de la această consta- 
tare vom continua analiza făcînd diferite ipoteze asupra poziţiei punc- 
tului M,. 
æ) Să presupunem că M, este interior triunghiului D.C'G4. Este 


ușor de constatat pentru acest caz: M,B<M,C, M,BC <M,CB, deci 


AN /N | . 
M'BC<M'CB. Urmează BM'>M'C deci M’ este de acea parte a 
mediatoarei D,D’ a laturii BC de care este C. 

Mediàtoarea segmentului MM, trece prin centrul M'’ al cercului 
circumscris: triunghiului M,M+M. şi este perpendiculară pe M.M, 
adică pe DD, sau BC. Vom mai considera un punct x pe această me- 
diatoare pentru a o putea numi. Alineatul precedent ne asigură că A 
şi B sînt de aceeași parte a dreptei M’x. 


Poziţia aleasă pentru M, conduce uşor la concluzia că M+ și Ms 
sînt interioare unghiurilor CAD, respectiv CAD; şi M:.4=AMs. 
Rezultă că mediatoarea segmentului M.M, va trece prin A și prin 
interiorul unghiului BAC, tăind M'x într-un punct M” interior triun- 
ghiului ABC. Punctul M”, aflat pe mediatoarele segmentelor MM, 
și MM, se va afla și pe mediatoarea lui MA, ; deoarece DsMs= 
= DM, conchidem că DM” este mediatoarea segmentului M Ms. 
Vom mai nota prin M'” punctul comun asemănător segmentelor AC și 
DM". 
Mediatoarea segmentului M,M, este o paralelă prin De la DM” 
și este evident că lasă întreg triunghiul ABC de aceeași parte. Cu alte 
cuvinte oricare ar fi punctul N interior triunghiului ABC (sau situat 
pe laturi) are loc NM, >NMe. 

Putem acum indica traseul minim de la M la N (sau mai exact 
imaginea acestui traseu în planul ABC obţinută după desfășurările 
indicate ale tetracdrului) şi distanța d(M, N) pentru diverse poziții 
ale lui W. noO w oy | 
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— Dacă N este interior triunghiului BM'C, (=NM,. 

— Dacă N este interior patrulaterului BM'M"A, [=NM zi 

— Dacă N este interior triunghiului AM” M”, L=NM,. 

— Dacă N este interior patrulaterului CM'M"M'”, LÆZNM i 

„În fiecare caz se constată ușor d(M, N)=NM, indicele ş fiind 

ales convenabil. i 
© În cazul cînd N se găseşte pe unul din segmentele BM’, CM”, 
M'M”, M" M” sau M”A drumul minim este realizat pentru cel puțin 
două segmente NM, : de exemplu cînd N este segmentul deschis BM” 
are loc (=NM, sau [=NM, iar cînd N=M” drumul minim este re- 
prezentat pe figura 176 de oricare din segmentele NM,, NM,, NM, 
Acest caz este figurat în spațiu, considerînd că tetraedrul ABCD este 
- văzut dintr-un punct situat pe prelun- 
girea înălțimii din A. (Figura 177). 
Cele trei linii de lungime d(M, N) sînt 89 
în acest caz liniile frînte NXYM, 
NĂ.Y.M şi NX,M. Este uşor de văzut 
acum că o deviere oricît de fină a lui 
N din poziţia M” spre X sau spre X, 
face să apară un singur drum minim 
NĂYM respectiv NX,Y,M. 

În continuare vom analiza modul 
de împărțire în regiuni a triunghiului 
ABC pentru alte poziţii ale punctu- 
lui M,. | 

B) Dacă M ı este interior triunghiului D,G,B', figura 178 obținută 
din fig. 176 prin simetrie față de AD, dă răspunsul dorit : triunghiul 
ABC este separat în regiuni BM'C, CM'M"'A, BM'M"'M"*" și AMM" 
încît traseul spre M de la un punct dintr-o 
asemenea regiune traversează: BC, AC şi 
CD, AB şi BD, respectiv AB, AD, CD. 

Yy) Figura aproape că nu suferă modificări 
cînd M, se situează pe segmentul D,G,; 
doar, conform regulii cu care s-au construit 
M' și M”, vom constata acum că aceste 
puncte se situează pe înălțimea din A a tri- 
unghiului ABC și M” = M = A. Această 

Fig. 178 situație prezintă însă un caz limită: cînd 

M, tinde la G}, M’ tinde la A, astfel încît 

pentru M coincizînd cu centrul de greutate al feței BCD oricare ar fi 
N interior triunghiului ABC traseul minim între M și N traversează 


Fig. 177 


GEOMETRIA DISTANȚEI—SOLUŢII V.7 173 


doar muchia BC ; pentru puncte N pe muchia AB există două trasee 
_ minime : unul peste muchia BC altul peste AB și BD; o afirmaţie 
„simetrică“ este valabilă pentru N pe muchia AC ; cînd N este în A 
există trei trasee minime de la N la M (înălțimile feţelor din A urmate 
de parcurgerea unei raze a cercului înscris în triunghiul BCD). 

3) Prin considerente „de continuitate“ se poate analiza şi cazul 
cînd M, se găseşte pe segmentul C'G,: mediatoarea CM” se va con- 
funda cu CA şi ca urmare punctele M’, M”, M'” se vor identifica 
printr-un singur punct situat pe AC. Pentru puncte N interioare 
triunghiului BM'C traseul minim spre M va traversa doar muchia 

BC iar pentru puncte N interioare lui BM'C 
D: traseul minim va traversa AB şi BD. Evident, 


(N pentru N pe segmentul BM" ambele alegeri de 


mai sus conferă minim. Cîte două alegeri sînt 


posibile și cînd NeCM' sau NeM'A iar cînd 
N=M' sînt posibile chiar trei alegeri. 

c e) Am plasat pe aceeași figură 179 și situ- 
aţia cînd înlocuim M, cu P, interior triunghiu- 
lui BC'G, (am presupus P, coliniar cu BM, 
pentru a trasa mai puține linii). Concluziile ex- 
primate mai sus pentru puncte N interioare 
triunghiurilor BM'C şi AM'B sau segmentului 
BM” îşi păstrează valabilitatea. Pentru puncte 
N situate pe muchia AC una din alegerile ante- 
rioare își pierde valabilitatea. 

Evident cînd M, este interior triunghiului B'G„C concluziile de 

mai sus își păstrează valabilitatea dacă substituim B cu C. 

Cînd M, este interior triunghiului BG,C traseul minim de la 

M spre orice punct N al feței ABC traversează obligatoriu muchia 

BC. Câte o posibilitate suplimentară de alegere apare cînd M, este pe 

segmentul BG, sau G,C iar N pe AB sau AC. 


Este util să regrupăm rezultatele obținute mai sus. Să considerăm 
tetraedrul ABC avînd muchiile din A secționate şi fețele din A raba- 
tate în planul (BCD). În cadrul situației generice un punct M al feței 
(BCD) nu se găseşte pe nici una din medianele feței și, eventual re- 
notînd vîrfurile B, C, D, putem presupune că în figura alăturată că M 
este interior triunghiului DGB’. Vom examina acum modul de zonare 
a triunghiurilor ABC. În interiorul triunghiului 4ıBC (A, fiind deci 
cel mai depărtat dintre punctele A,) vor apare puncte M:, M° ce cons- 
stituie „colţuri de zonă“, corespunzătoare pozițiilor M’, M”, din cazul 
a). Pe laturile BA, şi BAa (4, este acela dintre punctele A, ce se află 
la distanţă mijlocie), apar puncte M°, M+. (M'” din cazul œ respectiv 


Fig. 179 
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-PQ 


A2 D 43 
Fg. 180 


M'=M"'=M"” din cazul 3). Reexaminînd analiza de mai sus putem 
reține următoarele proprietăți ale punctelor M“: 

1° BM LBM, CMILCM (caracterizează M!). 

2° DM:1DM (împreună cu M+€4,B individualizează M’). 

3° A:M*= AM! (caracterizează astfel: M se AB). 

4 MM>LDM şi M:M=LBC (individualizează M?). Ș 

Acum, putem „ansambla“ tetraedrul ABCD, „lipindu-i“ muchiile 
A.B cu A-B, A.C cu A.C, AD cu AD. Pentru o corectă reprezentare 
grafică, pe figura 181 am „comprimat“ triunghiurile periferice ale 
figurii precedente după înălțimile din A, în raportul 1: 3 și apoi am 
Simetrizat față de baze. Tetraedrul ce rezultă astfel pare. a fi privit 
dintr-un punct suficient 'de depărtat al înălțimii din A. Pe suprafața 
S a tetraedrului se delimitează următoarele zone (după numirea „col- 
țurilor“ unei zone am indicat, în ordine, ce muchii trebuie să traverseze 
linia minimă de la M la punctul N; considerat în acea zonă); pe figura 
182 apar și „geodezice“ MN,. 

— BMIC (muchia BC în X,); 

— BMMM: (BD în Y, și AB în Xa); 

— CM M*A (CD în Y, și AC în X3); 

— MMA (CD, DA, AB; nefigurat). 

— BM:D (BD în X); 

— MAD (CD în Y, şi AD în X,); 

— ACD (CD în X.a). 
b) Este evident că d(M, N)>0 și d(M, N)=0 are ca semnificație 
M=N. | l 

Este uşor de văzut că prin inversarea sensului de trasare se obține 
o bijecție de la „mulțimea liniilor de la M la N“ la „mulțimea liniilor 
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de la N la M”. Evident 

această inversare nu mo- 
„difică distanțele, deci 

d(M, N)=d(N, M). - 

Fie puncte M, N, P 
şi mulțimea 2 a traseelor 
minime de la M la P. 
Dacă există [ în £ astfel 
încît N €L atunci are loc 
evident d(M, P)= d(M, 
N)+4(N, P). În caz con- 
trar punînd „cap la cap“ 
trasee l, dela M la N 
și [dela N la P obți- 
nem un traseu de la M 

"la P ce nu este neapărat 
Ri E minim, deci d(M, P) $ 
ige 482 | <4(M, N)+4(N, P). 


V.8. Se aplică aici evident principiul lui Fermat: traiectoria cău- 
tată va fi acel arc de curbă de la A la B ce este parcurs (de fotoni) 
în timp minim. 

Vom presupune ales un sistem cartezian de coordonate avînd d 
drept axă Ox și fie A(a, c), B(b, d). Putem presupune a <b. Traiectoria 
căutată va fi dată de funcţia y: [a,b]--R în sensul că atunci cînd 
numărul real x parcurge [a, b] punctul M(x, y(x)) parcurge traiectoria. 
Evident presupunem y(a)=c, y(b)=d. | 

Pentru a estima timpul T=T (y) în care fotonul parcurge traiec- 
toria y să considerăm intervalul [a, b] divizat în n părți, eventual 
egale, prin puncte xo=a Căi <a... <%,=b. Să notăm provizoriu 
(ax) = şi fie M; punctul de coordonate (xz, Vi) 

ı Fie 4, timpul necesar luminii de a trece de la M, la Mp. Dacă 
diferențele xpya—a ŞI Yrrı— Yr Sint destul de mici putem presupune 
că între M, şi Masa viteza luminii este o constantă 7,, deci că lumina 
se propagă uniform pe segmentul rectiliniu M,Myya. Deducem urmă- 
toarea estimare pentru î: 


_ M Mora _ Yen Yr)? + (area 70) aji 
Uk i Uk 


ty 


Adoptăm acum ipoteza naturală că funcția y este derivabilă 
(mai exact vom presupune că este cel puțin de două ori derivabilă, 
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dar motivele pentru care este necesară o asemenea presupunere vor 
apare ulterior). | 

Conform teoremei creșterilor finite vom găsi Er € (xr, xi.) încît 
Veri — Ye = (Er) (acea — x). 

Este comod să presupunem și 7,=y(£,); de fapt dacă o astfel 
de egalitate nu este riguros adevărată se poate proba printr-un calcul 
destul de lung că erorile însumate de acceptarea acestei egalități pe 
fiecare din intervalele (Xr, Xr+) tind către zero dacă n tinde către in- 
finit (astfel încît și lungimea maximă Xm+1— Xm a unui interval al di- 
vizării să tindă la Zero). 

Vom estima, deci: 


n=l 
Tatal «++ Hin = y f Ie) 


(aa — Xp). 


k=0 zok 


Atunci cînd z tinde către infinit (cu ò=max(%rı— xx) tinzînd la zero) 
k 


membrul ultim tinde către o integrală și din intuirea situației „fizice“ 
sau prin raționamente de analiză matematică vom deduce : 


ò 
T=( VTFy7 dx. 
JY . 


Acum problema determinării lui y revine la un „calcul variațional” 
(pag. 148): a se determina funcția y încît valoarea lui T dată de 
egalitatea de mai sus să fie minimă. În acest sens o condiție necesară 
de minimum este dată de ecuația lui Euler ce apare aici sub forma : 

yyI+y" 


y? dx 
Notînd provizoriu z= 1+y'2 egalitatea devine : 


= + (roz y") =0, adică: 
y? yz 2 
(1) 14924 yy"'=0. 


Să mai observăm însă că are loc: 


(y) =y'z+y E A (G+y"+Hyy”). 
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Ecuația diferenţială mai sus obținută, (1), devine astfel : 


OV 1+y)'=0. 


Va exista deci o constantă C, încît să aibă loc: 


(2) Wi+y==C. 


Pentru a obţine totuși (2) a trebuit să presupunem i # 0 adică 


y' nu este infinit. Ipoteza este naturală atunci cînd azb așa cum am 
presupus. Evident, dacă a=b traiectoria este dată de un segment 
de dreaptă perpendicular pe d. 

Putem interpreta geometric egalitatea (2) ; deoarece y este tangenta unghiului: 
a=a(2) format de d cu tangenta în punctul M(x, y) la traiectorie putem observa 1+y2 
= si să transcriem egalitatea precedentă sub forma A. =C.Din punct de 

cos? a cosa - 
vedere fizic pare mai indicat să considerăm unghiul de incidență i=90°—« (la rîndul său 


şi i este funcție de x, atunci cînd traiectoria y este cunoscută). Egalitatea (2) devine 
atunci 


y=C . sini 


şi beneficiază de următoarea formulare imediată : sinusul unghiului de incidență trebuie 
să fie proporțional cu distanța punctului de incidență la d. Este evident aici că la baza 
folosirii termenului de incidență am pus considerarea lui S ca stratificat în benzi de lăţime 
infinitizimală avînd constantă densitatea optică. 


Ecuația (2) este echivalentă cu 


ya Cys, adică VC—y)=l. 


Va exista deci o nouă constantă, D, încît 


(4) VC Zy2=D4+ x adică 
(5) pe at D):—C2=0 


Constatăm astfel că în general, traiectoria razei de lumină de la A 
spre B este arc al unui cerc trecînd prin A, B; centrul acestui cerc 
este situat pe d (are abscisa 4-D) iar raza cercului esteC. Determinarea 


valorilor lui C, D în funcţie de a, b, c, d este lipsită acum de dificultate 
dar şi de interes. 


12 — Geometrie circumstanțială 202 
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Observaţie. Să facem acum efortul de a ne imagina semiplanul ce l-am considerat 
(în care viteza luminii în punct depinde așa cum s-a precizat de distanța la d) populat 
de fiinţe extraplate. Încă un efort de abstractizare ar permite să „micșorăm“ dimensiunile 
plane ale acestor ființe și să le privim drept puncte ale semiplanului. Dacă A, B, C vor 


N 

fi ființe ale acestui semiplan situate pe un semicerc «5 cu centrul pe d şi BEAC atunci 
AA nu va putea zări pe C ce este ascuns „în spatele lui B“. Fiinţa A va putea afirma că 
există o aliniere perfectă între A, B, C. Desigur că aceeași afirmaţie o va putea susține 
și C pe baza experimentului analog. Constatăm deci că în momentul cînd ființele acestui 
semiplan vor crea, o geometrie ei vor înțelege prin dreaptă un astfel de semicerc c5 sau o . 
'semidreaptă perpendiculară pe d. În capitolul ce urmează ne vom apropia și noi de o 
asemenea geometrie. 


S 3. COMENTARII 


Am constatat în paragraful precedent care este mecanismul prin care putem asocia 
o geometrie unui spaţiu metric, adica unui cuplu (S, d) unde S este o mulțime iar d : S2= 
=R este o funcţie distanță. Dintre geometriile rezultate unele au proprietăţi atit de 
„ciudate“ încît analogiile cu geometria tradițională se destramă repede și fără o inven- 
tivitate deosebită nu reușim să continuăm studiul geometric. Ne face plăcere să consem- 
näm că matematicianul român Dan Barbilian deține prioritate mondială în precizarea 
unei clase largi de funcții „distanță“ ce conduc la geometrii foarte generale dar cu analogii 
esenţiale față de geometriile tradiționale. 

Desigur, cele citeva probleme abordate aici nu epuizează subiectul, ci conturează 
doar cîteva linii de dezvoltare a geometriei contemporane. . 

Problemele 1, 2 și 7 conturează posibilitatea dezvoltării unor geometrii specifice 
fiecărei suprafețe din spațiul euclidian tridimensional. Dezvoltarea acestui subiect este 
expusă pe larg în monografiile [20, 48, 58]. 

Problemele 4 şi 5 studiază o geometrie prezentată în literatura americană cu 
titulatura faxicab ce evocă prezenţa unor anumite taxiuri cu rute fixe de-a luhgul unor 
străzi rectilinii și perpendiculare. În acest context ne este uşor să facem un efort de ima- 
ginaţie şi să admitem că, din cauza lățimii străzilor de direcție 5, sau a aglomerării tra- 
ficului, vitezele taxiurilor pe cele două direcții sînt diferite. Notînd prin * raportul acestor 
viteze apare naturală înlocuirea distanței d definită prin d(A, B)=AX+XB printr-o 
distanță d' unde d'(A, B)=AX+r: XB, punctele A, B, X fiind corelate ca în enunţul 
problemei 4. Studiul geometric al distanţei d' nu va prezenta dificultăţi dar nici nu va 
aduce noutăți deoarece ne putem imagina că asupra planului sau orașului în discuție 
operăm o dilatare pe una dintre direcţiile date. O variantă de generalizare a problemelor 
4 şi 5 ar consta în precizarea a trei direcţii de deplasare admise ; aici vor apare la fiecare 
chestiune propusă variante numeroase de alegere a traseului optim de la A la B. 

O modalitate remarcabilă de a împrospăta „geometria taxicab“ este de a considera 
idealizarea. unui oraș ca Brăila unde ar apare străzi rectilinii convergente într-un centru 
C şi străzi circulare, de raze variabile dar toate cu centrul în C. Deplasarea de la A 
B s-ar realiza pe un segment de dreaptă AX și pe un arc de cerc XB (dacă nu cumva este 


mai rapidă o rută AYUIYB|!). Rezultatele geometrice devin foarte elegante dacă 

admitem că viteza traficului pe străzile circulare este proporțională cu raza (adica mai 

mare pe străzile mai depărtate de centru) și distanța d se calculează prin d(A, B)=AX+ 
~ 

+măs (XB). 

Nu am prezentat studiul geometric al unei distanțe frecvent întilnite în literatură 
sub denumirea „distanța junglei“. Ne vom imagina aici că planul x este o junglă în care 
s-a defrișat un drum rectiliniu d. Pentru un punct A din junglă, odată cu luarea sa În 
consideraţie se deschide o potecă AA' perpendiculară pe d încît accesul în A este reali- 
zabil prin punctul A’ €d. Dacă A, B sînt pe o perpendiculară pe d vom considera 3(4, B)= 
â . AB. În caz contrar vom defini funcţia è prin (4, B)= 4'B'+k(4 A + BB’), con- 
stanta k marcînd dificultatea de a ne deplasa pe potecă în comparație cu deplasarea 
pe drumul d. Avem astfel construită o funcție distanță 3 ce se pretează relativ ușor la 
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precizarea, citorva proprietăţi geometrice. (Printr-o contractare convenabilă a planului 
pe direcția perpendiculară pe d putem admite fără a restringe generalitatea &= 1.) 

n locul junglei aici considerate am abordat în problema 3 o problemă ce ò consi- 
«derăm mai realistă înlocuind inaccesibila junglă cu o Pădure în care deplasarea este posi- 
bilă și în afara potecilor dar solicită un timp sau un efort suplimentar. Mai mulți ani de 
practicare a orientării turistice au asigurat autorul că problema nu este doar realistă ci 

ctiar reală!). Soluţia problemei a asociat punctelor A, B mărimi Ta și T, încit timpul 
teal de deplasare de la A la B apare drept o funcție +: x3—>R, unde 


t(4, B)=min (To(4, B), Tı(4, B, 


indicele k> 1 descriind accesibilitatea pădurii. (Pentru k tinzind la infinit pădurea ar 

deveni junglă dar nu am obține distanţa specifică junglei). Deși suficient de greu de abor- 

dat, studiul geometric al spaţiului metric al „Pădurii“ poate oferi satisfacţii estetice re- 
_ marcabile. 

În literatura matematică studiată nu am găsit referiri la o distanță analoagă celei 
din problema 6 : o cîmpie tăiată de un rfu traversabil doar pe un pod A. Considerarea 
geometriei asociată acestui spațiu metric ne-a fost sugerată de o conferință ținută de Prof. 
dr. doc. Adolf Haimovici la un cerc de elevi. Ca variantă a acestei probleme sugerăm 
plasarea în cîmpie a unei cetăți delimitate de un zid circular avînd o Singură poartă A. 

Ne va face oricind plăcere să aflăm că cineva s-a jucat cu geometria unui spațiu 
metric mai mult sau mai puţin conexat unei realități obiective; credem că astfel de jocuri 
:sint utile măcar prin stimularea creativităţii. 


CAP. VI 


GEOMETRIE HIPERBOLICĂ 
$1. ENUNŢURI 


VI.1. Se consideră un plan z, o dreaptă d (numită absolut) și un 
semiplan S delimitat de d în m. Vom utiliza și următoarele denumiri : 

h — punct este un punct din S; 

h — dreaptă este o mulțime a de f-puncte ce admite una dintre 
următoarele două caracterizări : 

— este intersecţia lui S cu un cerc avînd centrul pe d (vom mai 
spune în acest caz că a este o h-dreaptă generică sau că este o kg-dreaptă) ; 

— este intersecția lui S cu o dreaptă perpendiculară pe d (în 
acest caz vom spune că a este o k-dreaptă limită sau o hl-dreaptă). 

Se cere să se demonstreze: | 

a) Oricare ar fi două k-puncte distincte A, B există exact o 
h-dreaptă care să conţină aceste puncte. (Dreapta ce se obține va fi 
notată (4B),). 

b) Orice /-dreaptă conține cel puţin două f-puncte. 

c) Există trei -puncte ce nu sînt situate toate trei pe nici o 
h-dreaptă (mai spunem în acest caz că cele trei Z-puncte nu sînt 
h-coliniare). 

d) Orice două k-drepte distincte au în comun cel mult un f-punct. 

VI.2. Păstrăm aceleași notații ca în pro- 
blema precedentă. Fiind date trei /-puncte 
A, B, Č vom spune că B este h- între A ṣi C 
sau că B este situat pe h-segmentul |AC|, şi 
vom nota ABC sau Be/AC|, în urmă- 
toarele două situaţii : 

— (AC), este kg-dreaptă şi B este pe 
arcul mic de extremități A,C ale semicer- 
cului (AC). | 

— (AC), este hl-dreaptă și B este situat pe segmentul AC. 

Se cere să se demonstreze următoarele afirmaţii. 

a) Dacă Ay By C atunci A,B,C sînt H-coliniare şi Cq BA. 


? 
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b) Oricare ar fi /-punctele distincte A, C există h-puncte B, D 

c) Oricare ar fi punctele. coliniare distincte A, B, C din S există 
cel puțin unul situat /-între celelalte două (și nu mai mult de unul). 

d) (PASCH). Fie A, B,C trei -puncte ce nu sînt /-coliniare și 
o h-dreaptă m ce nu conține nici unul dintre aceste h-puncte. Dacă 
există D pe m şi pe [BC] atunci există pe m un h-punct E situat pe 
LAC] sau pe (AB). 

e) Oricare ar fi o h-dreaptă a și un k-punct O al lui a există sub- 
mulțimi a,, a. ale lui a, disjuncte și astfel încît: 

= aiUa,=4N {O}. 

— h-puncte M, N distincte de O sînt în submulțimi distincte 
dacă și numai dacă My07 N. 

(a, şi g= se vor numi h-semidrepte de origine O ale lui a) 

f) Oricare ar fi o -dreaptă a există submulțimi Se, S, ale lui S 
(numite /-semiplane delimitate de a) încît: SNS, =Ø, Sas, = SN 
și puncte M, N din SNa să fie situate în submulțimi distincte dacă 
și numai dacă /MN/ conține un punct al /-dreptei a. 


VI.3. Preluăm noțiunile și notațiile din precedentele două pro- 
bleme. Vom mai considera următoarele transformări geometrice defi- 
nite doar pentru -puncte : 

— simetrii R în raport cu drepte perpendiculare pe d; 

— trauslaţii T de vector 7 avînd direcția absolutului 4; 

— tnversiuni I avînd centrul O pe d și putere pozitivă $; 

— omoletii H avînd centrul O pe d și raport pozitiv k. Se cere 
să se demonstreze : 

a) aceste transformări sînt bijecții ale lui S în cl însuși. 

b) prin aceste transformări noţiunile de /-drepte, h-segmente, 
h-semidrepte, /-semiplane, se conservă. 


VI.4. Se folosesc notații și noțiuni din precedentele trei probleme. 
Se cere să se determine o funcţie L: S:=R încît să fie îndeplinite 
următoarele trei condiţii. | | 

1° Dacă ABLld și AB intersectează d în U, atunci L(A, B)= 


= | log poe , baza f a logaritmului fiind un număr real supraunitar. 


„2 G fiind o transformare dintre cele enumerate în problema pre- 
cedentă, din G(A4)=C, G(B)=D să rezulte L(A, B)=L(C, D). 
3° Funcţia L să constituie o distanță pe mulțimea S. 
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VI.5. Se preiau noțiuni și notații din precedentele patru probleme. 

a) Demonstraţi că pe orice h-semidreaptă de origine 0, pentru 
orice număr real a, există un punct (unic) A încît L(0, A)=a. 

b) Demonstraţi că pentru orice /-semidreaptă Ox există exact 
două h-semidrepte Oy, Oz, situate în /-semiplane distincte în raport 
cu h-dreapta suport a lui Ox și formînd fiecare cu-0x unghiuri egale 
cu un unghi «prescris. (Se subînțelege că unghiul format în O de două 
curbe este egal cu unghiul tangentelor în O la acele curbe). 

c) Oricare ar fi k-puncte A, B,C, A', B', C’ încît: 


L(A, B)=L(4', B’), L(A, C)=L(4',C"), E BAG= PAG 
vor avea loc şi următoarele egalități : 

+ ABC= x4'BC, + ACB= ACB, L(B, C)=L(B', C’). 
(Considerăm sugestivă notația +XYZ folosită aici pentru prima 


h : . 
oară : este unghiul format în Y de tangentele la h-semidreptele cu 
originea în Y și trecînd prin X respectiv Z ; mai recomandăm ci- 
tirea simbolului x prin unghi hiperbolic). 
h 


d). Fie -puncte A, B, C, A’, B'. Se presupune că A, B,C nu sînt 
h-coliniare şi L(4, B)=L(A', B’). Într-un anumit h-semiplan deli- 


/// W 


Fig. 184 
mitat de (4'B”), se consideră p-semidrepte A'x, B'y încît + BAC= 
: , i h 
= x B'A'x şi xABC= x A'B'y. Să se arate că h-semidreptele A'x şi 
h -h | ko i 
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CIC CEC CCC CC oC COC a CC PE ac a E ce E Ci NES i N d e FA ce a 


B'y au în comun un -punct C’ și L(A, C)=L(4', C'), L(B, C)= 
=L(B', C’) şi x ABC= XAC'B. | 
h 
e) Fie -triunghiuri ABC și A'B'C’ avînd h-unghiurile corespun- 
zătoare egale. Să se demonstreze:  L(4, B)=L(4', B’); L(A, C)= 
=L(4', C’); L(B, C)=L(B', C’). 
f) Demonstrați că suma /-unghiurilor unui h-triunghi ABC este 


strict mai mică decît 180°. 
g) Folosind notațiile introduse în soluțiile punctelor anterioare 


demonstrați valabilitatea următoarelor formule 
a b c 

Sh — sh>— sh= 
R 


~=— = = —— (teorema sinusurilor) şi 
sin A sin B mC | ) 3 


a b c b c 
— = ch&æ ch— — sh—sh— cos A (teorema cosinusului laturii). 
ch R ch 7 ch R R ( ) 


h) Demonstrați că dacă două /-triunghiuri au ķ4-laturile cores- 
punzătoare egale atunci și k-unghiurile corespunzătoare sînt egale. 

i) Demonstraţi că orice h-segment /AB/, admite un k-mijloc C 
(adică 4, B, C sînt h-coliniare și L(A, C)=L(B, C)). 

j) Fiind date /-puncte A, B să se determine locul geometric al 
H-punctelor M încît L(M, A)=(L(M, B). 

VI.6. a) Demonstraţi că între k-punctele unei -drepte și punc- 
tele unei drepte (euclidiene) se poate stabili o corespondență biuni- 
vocă astfel încît dacă A”, B’, C' sînt imaginile -punctelor 4, B.C, 
atunci 4'—B'—C” dacă și numai dacă AFB-C. 

b) Se consideră un șir de -puncte A,, 42,...,Aa,... încît pentru 
orice număr natural nenul + are loc A Ata Ai şi L(A A în) = 
(Aa, Ata). Se mai notează cu s k-semidreapta de origine A, ce 
conține -punctele A, pentru i=2, 3,..., n,.... Demonstraţi valabili- 
tatea următoarei propoziții cunoscută sub denumirea de axzomă a 
lui Arhimede : Pentru orice h-punct B al lui s există numere naturale 
m încît B să se situeze pe -segmentul JAA mfa. 

c) Se consideră un șir de /-segmente s,, s;,..., Sp... unde Sa = 
= PaQahh, situate pe aceeași k-dreaptă şi astfel încît: 


1° S1 DS2DS3 D.. DSD... 


2° şirul Z} =L(Pa, Qna) este convergent la zero. 

În aceste condiții se cere să se demonstreze valabilitatea urmă- 
toarei propoziții cunoscută sub denumirea de axioma lui Cantor : 

Există un k-punct unic T situat pe fiecare h-segment s,. 
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VI.7. Fie o H-dreaptă a și un h-punct A nesituat pe a; se cere 
să se observe că există o infinitate de H-drepte m ce trec prin A și nu 
intersectează a. (În geometria euclidiană s-ar spune că m și a sînt 
paralele ; noi vom prefera aici terminologia creatorilor acestei geo- 
metrii neeuclidiene, J. Bolyai și N. V. Lobacevski, spunînd că m Și 
a sînt divergente, termenul de h-drepte paralele urmînd a fi explicitat 
în cadrul soluției). 

VI.8. Fie un k-punct A și o k-dreaptă a încît A nu este pe a. 
Demonstraţi că atunci cînd un -punct M parcurge a, mărimea 
L(A, M) admite un minim L(A, a) ; construiți punctul B al lui a ce 
satisface L(A, B)=L(A, a). (Vom folosi pentru B denumirea de /-pro- 
secție a lui A pe a). 

VI.9. Se consideră un %-punct A, o h-dreaptă a şi h-proiecția 
Ba lui A pea. 

a) Demonstraţi că există un unghi « astfel încît o J-semidreaptă 
Au să intersecteze a dacă şi numai dacă unghiul ce îl formează cu 
J-semidreapta ce pornește din A și trece prin B este strict mai mic 
decît «. (Este justificat să spumen că «æ este unghi de paralelism pentru 
A în raport cu a) 

b) Constataţi că unghiul a mai sus considerat poate fi. com- 
plet precizat atunci cînd se cunoaște mărimea L(A, a)=x şi să se 
expliciteze funcţia æ : x=—>a(x) în ipoteza că baza logaritmului în care 
se calculează L este e. (Funcţia ce se cere a fi explicitată este cuno- 
scută sub denumirea funcția lui Lobacevski). 

c) Demonstraţi că, atunci cînd x crește în mod continuu de la 


zero la infinit, valoarea æ(x) descrește monoton de la la 0. 


VI.10. Se consideră funcția 5: S2--R definită în modul urmă- 
„tor: ` 

— dacă A, B,C sînt h-coliniare atunci 8(4, B, C)=0 ; 

— dacă H-punctele A, B,C nu sînt h-coliniare şi A, B,C sînt 
mărimile -unghiurilor H-triunghiului ABC, atunci (A, B, C)=180°— 
—(4+B+C). (În acest ultim caz se mai spune că (A, B, C) este 
defectul h-triunghiului ABC). 

a) Demonstrați că funcția 8 este complet simetrică, adica : 


3(4, B, C)=38(4, C, B)=3(C, A, B). . 


b) În ipoteza că au loc egalitățile L(4, B)=L(4', B’), L(A, C)= 
=L(A', C’) şi L(B, C)=L(B', C’) constataţi că are loc şi | 


3(4, B,C)=38(4';B",C"). 
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c) Presupunind că are loc B-D; C demonstraţi egalitatea : 
d(A, B, D)+3(4, D, C)=3(A, B. C). 


d) Demonstrați că domeniul valorilor funcției 5 este [0, 180°). 

e) Constatați că pentru puncte D, E, F interioare h-triunghiu- 
lui ABC, atunci 8(D, E, F) < è(A, B, C). 

f) Demonstrați că egalitatea 8(4, B, C)=0 implică h-coliniari- 
* tatea k-punctelor A, B, C. 

VI.11. Determinați locul geometric al k-punctelor M situate la 
o distanță constantă k de o k-dreaptă a, adică locul k-punctelor M 
ce satisfac L(M, a)=k. 

VI.12. Se consideră un -punct A și un număr real pozitiv v. 

„ a) Demonstrați că locul geometric al %-punctelor M ce satisfac 
L(M, A)=r (adică figura ce este justificat să o numim h-cerc de h-cen- 
tru A şi h-rază r) este un cerc 8; se va preciza centrul O şi raza 
a cercului 0. l 

b) Demonstrați că punctele A, O sînt distincte și că (40), este 
hl-dreaptă. 

c) Constataţi că orice H-dreaptă prin A este ortogonală lui E. 

d) Construiţi cu rigla și compasul /-cercul ce are pe H ca h-cen- 
tru şi trece prin E. 

e) Fiind trasat un -cerc O de centru O şi rază r să se determine 
j-centrul său H. 

f) Fiind date /-puncte A, B să se găsească locurile geometrice 
ale centrelor și respectiv ale -centrelor cercu- 
rilor ce trec prin -punctele A, B. 


VI.13. Se numește patrulater Saccheri 
configurația formată din patru  b-puncte 
A, B,C, D (numite vîrfuri) şi patru h-segmen- 
te JAB/a, BCh, |CDh, IDAh (numite k- 
laturi) astfel încît : 

— C şi D sînt de aceeași parte a lui (4B),; 
— + DAB= + ABC=90*; 


h h A 
— L(A, D)=L(B, ©). 4/7 
Se cere să se demonstreze valabilitatea Fig. 185 


următoarelor afirmații. | 
a) h-unghiurile superioare ale patrulaterului (adica +BCD şi 
+ CDA) sînt egale și ascuţite. A 


b) Dacă E este /-mijlocul laturii /A4B/,, atunci L(D, E)=L(C, E). 
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c) L(4, C)=L(B, D), adica h-diagonalele patrulaterului sînt egale. 

d) Are loc L(C, D)>L(A4, B). l 

e) Fie F h-mijlocul lui /CD/a; demonstraţi că (EF) este per- 
pendiculară pe (AB)a şi pe (CD), (motiv pentru care se spune că 
JEF]n este înălțimea patrulaterului Saccheri) şi trece prin punctul 
comun A-diagonalelor patrulaterului Saccheri. 

f) Constataţi că două patrulatere Saccheri ce au aceeași mă- 
rime a „k-bazei mari“ şi k-unghiuri superioare egale sînt egale. 


VI.14. Fie a, b două k-drepte divergente. 

a) Demonstraţi că atunci cînd H-puncte M, N variază în mod 
independent pe a respectiv b, mărimea L(M, N) admite un minim 
L(a, b). E 
b) Construiți A pe a şi B pe b încit L(A, B)=L(a, b). 

c) Demonstraţi că L(M, b) , crește monoton și nemărginit cînd 
M variază pe a astfel încît mărimea L(A, M) crește monoton, adica 
atunci cînd M se depărtează de A într-o direcție sau alta. 


VI.15. a) Fie a o k-dreaptă orientată și A un h-punct pe a. Se 
cere să se arate că există o curbă unică Q=Q(a, 4) care trece prin 
A şi taie ortogonal orice /-dreaptă m ce este paralelă cu a în sensul 
precizat. (Pentru o astfel de curbă Q se va utiliza denumirea de //-077- 
ciclu ; a se va numi axă a oriciclului). 

b) Constataţi că oricare ar fi două /-oricicluri Q și Q există o 
transformare bijectivă G: S-S ce conservă distanța L și conduce 
Q în O”. (Cu alte cuvinte orice două k-oricicluri sînt h-egale). 

c). Fiind dat un h-oriciclu Q, o axă a sa a și o h-dreaptă b para- 
lelă în sensul precizat cu a, demonstrați că există o transformare 
bijectivă G : S>S ce conservă distanța L, conservă Q și aplică a peste 
b. (Drept urmare va fi justificat să folosim și pentru b denumirea de 
axă a lui O; vezi şi punctul următor). 

d) Fie b paralela prin B la 4; demonstrați : 


B E€Q(a, A)=Q(b, B)=Q(a, A). 


e) Demonstrați că un h-oriciclu Q(a, A) este loc geometric al 
h-punctelor M cu proprietatea că k-dreapta (AM), este egal încli- 
nată pe a și pe paralela m prin M la a. l | 

f) Constataţi că o k-dreaptă c nu poate avea în comun cu un 
h-oriciclu mai mult de două /-puncte. | 

) Deduceţi că dacă a,b sînt -drepte paralele atunci prin fie- 
care -punct A a lui a trece exact o h-dreaptă egal înclinată pe a și 


pe b. 


VI. $. 2. SOLUȚII 


VI.1. a) Fie A, B dacă k-puncte distincte și mediatoarea m a 
segmentului A B. Discernem următoare. cazuri : 

a.1) m este paralelă cu d. În acest caz dreapta 
AB este. perpendiculară pe d și constatăm uşor 
(ABh=SN4B. 

a.2) m nu este paralelă cu d, adica există un 
punct O al dreptei d încît 0OA=0B. Fie @ cercul 
de centru O şi rază OA. Are loc (4B) =Ħ@NS. 

b) Afirmația din enunț este evidentă. 

c) Putem considera de exemplu trei puncte 

Fig. 186 A, B, C din S egal depărtate de dreapta d. Prin 

oricare două dintre aceste trei puncte trece cîte 
o A-dreaptă (ce este /g-dreaptă) dar nu ar putea exista o singură 

h-dreaptă prin A, B, C (ar urma ca un cerc sau o dreaptă să 
taie AB în trei puncte, evident absurd). 


Fig. 187 Fig. 188 


Observaţie. Termenul de „h-coliniaritate“'subînțeles de enunţ este evident : 4, B, C 
sint &-coliniare dacă aparţin (toate trei) unei h-drepte. Figura 188 permite să observăm 
triplete de puncte (4, B, C) ce sînt H-coliniare dar nu sînt coliniare, sau (4, D, C) 
ce sînt coliniare dar nu h-coliniare; B, D, E sînt și k-coliniare și coliniare. 

d) Afirmația este consecință imediată a celei de la a): dacă h- 
dreptele m, n ar avea în comun două h-puncte distincte ar urma ca 
dreptele m, n să coincidă. 
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VI.2. a) Definiţia dată situației de a fi k-între, în ambele cazuri 
prevede A-coliniaritatea punctelor envisajate ; definiția nu este afec- 
tată de intervertirea -punctelor A, C. 

b) Se consideră A-dreapta (AC), ; în ipoteza că este un semicerc 
de extremități U, V (și V este 
mai aproape de C decît de 4) 
putem alege B, D drept mijloace 
ale arcelor AC, CV. Dacă (AC) 
este semidreaptă, putem alege B 
drept mijloc al segmentului AC 
iar D mijloc pentru segmentul 
CU (cînd A—C—U) sau de cea- 
laltă parte a lui A în raport cu C. 

c) Proprietatea este evidentă; i 
apar doar dificultăți de a formula cît mai succint motivarea ei. 

Vom demonstra proprietatea d) după e) și f). 

e) Se mai alege un punct A pe a. Definim as={X : Ayr% } 
adică a, este k-semidreapta de origine O, situată pe a, de cealaltă parte 
a lui O în raport cu A. Va urma a=4aN\ (aU{ 0 }); se mai poate 
constata conform c). că pentru orice Y din a, are loc Oṣ Yy 4. 
Y=A, sau 04- Y. Pentru a dovedi ultima afirmație (M, N sînt 
situate în submulțimi as, a, distincte dacă și {numai (dacă! MON) 
vom analiza toate posibilitățile de plasare ale lui M, N în raport cu 
O, A. 

f) Dacă a este o hg-dreaptă va exista un cerc cf cu centrul pe d 
încît a=Set. Putem lua S, mulţimea punctelor din S interioare lui 
ot iar în S, să plasăm punctele din S exterioare lui of. Dacă a este o 
hl-dreaptă, există o dreaptă a' încît a=Sa'; a' împarte planul m 
în două :semiplane P, Q și vom lua S.=SP, S5,=SNQ. Verificarea 
în fiecare caz a valabilității afirmațiilor din enunț este lipsită de difi- 
cultăţi. Evident, o inversare de notare între S, şi S, nu afectează 
construcția. 

d) Fie Sa S, cele două h-semiplane delimitate de m. Conform 
enunţului B, C se găsesc în /-semiplane distincte: să presupunem 
Bes, şi CesS,. Apar posibilităţile A €S, și 4 ES, (Observaţi aici 
importanţa ipotezei că. A, B, C nu sînt pe m!). În primul caz vom 
găsi E pe /AC], iar în al doilea pe /AB/s. | 

` Observaţie. Demonstrația dată la d) permite să conchidem ceva 
mai mult: dacă există E pe /AC|, atunci nu există E’ pe JABl şi 
invers. E d A Poe g aot 


190 GEOMETRIE CIRCUMSTANȚIALĂ 


„ Mai putem remarca faptul că e), f) se obțin pe cale „abstractă“ 
folosind doar valabilitatea afirmațiilor a), b) (fără a folosi direct 
existenţa lui B), c) (fără afirmaţia din paranteză ) şi d). 

VI.3. Considerăm că toate afirmațiile din enunţ sînt evidente; 
pentru cititorul ce ar întîmpina dificultăţi îl îndemnăm să recitească 
capitolul IV (enunțuri și soluții). 

VI.4. Se constată imediat că pentru orice funcție L: S:=R ce 
satisface 1° este îndeplinită și condiția 2° în cazul cînd G este o transla- 
ţie P sau o omotetie H. Vom considera că G este o inversiune I 
de centru V și putere 2=VU:: (Subînţelegem 
că U este asociat lui A, B conform descrierii 
de la 1°). Va avea loc evident și I(C)=A, I(D)= 
B, I(U)=U ; conform problemei 1V.27 obţinem: 


CU DU 


AU=p ————, BU=p———— 
? Cr '9D-vi 
Condiţia 2° se exprimă deci: 
CU DV 
L(C, D)=L(A, B)= | log — :—]. 
„LHC, D)=L(A, B) “EU Cp 


. ` Formula obținută, împreună cu 1°, permit să exprimăm 
L(M, N) pentru orice -puncte M, N. Într-adevăr dacă (MN) 
este //-dreaptă, calculăm L(M, N) con- 

form 1°. În caz contrar, adica (MN), M 

este /g-dreaptă există un cerc @ (de 
centru 0) încît (MN)=SM0 ; se pun 
în evidență punctele U, U’ de inter- 
secție între @ și d; are loc: 


(1) L(M, M= fios Sy „NU j / 


Observaţii 1. O eventuală inversare a punctelor // 


U, U' are ca efect inversarea cantității „de sub 7 1, 


logaritm", adică schimbarea semnului din fața loga- Fig. 191 
ritmului, astfel încît este în final inoperantă. , 

2. Conform figurii 190, avînd date h-puncte C, D în poziție generică (adică CD nu 
este perpendiculară pe d) putem construi consecutiv (CD), U, V, tangenta fn U la 
(CD)a. A, B și calcula L(C, D) drept L(A, B). 

Să mai constatăm că, interceptînd VA, VB, VU prin altă perpendiculară pe d(in 
C’, D', X) are loc AU : BU=C'X : D'X și deci 


(2) L(C, D)=|log C'X:D'X |. 
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3. Exprimând lungimile corzilor în cercul E cu aju- 
torul unghiurilor sub care sînt văzule din centrul O 
obținem : 
1 1 
2Rsin 2 MOU 2Rsin 3 NOU' 


(3)  L(M, N)=|log A I = 
2R sin NOU 2R sin = MOU' 


sin MPU sin MPU' 
sin NPU sin MPU’ ` 


Aici P a fost considerat arbitrar pe È, dar în afara Fig. 192 
mulțimii S. Folosind problema 1.16 putem scrie : 


= log 


moa N N aM 
(4) | L(M, N)=log (PM, PN; PU, PU'j=log [M, N; U, U']. | 
N 0 AR ANI cin E RN OR Rl ta N O AER 

Aceasta este formula cel mai des utilizată pentru exprimarea distanţei L ; cazul cînd MNLd 
se poate obține drept caz limită, considerînd U’ aruncat la infinit pe dreapta MNU. 

4. Alte modalități de calcul pentru L(M, N) se obțin înterceplind „ fascicolul P“ cu 
dreapta UU’: 
(5) L(M, N)=|log [M', N'; Ų, UI. 
Alegind în mod particular P ca diametral opus al lui N deducem și 


(6) _ L(M, N)=llog MU: M*U' |. 
O altă exprimare remarcabilă a distanței în cazul generic se obține dacă în formula 
(3) evităm să introducem punctul P arbitrar pe C și observăm : 


1 1 1 1 
sin = MOU'=cos= MOU ; sin- NOU’ =cos = NOU. 
2 2 2 2 


Obţinem astfel 


1 
tgz MOU PI o 
2 l—cos MOU 1+cos NOU 
(7) L(M, N)= log —p——— = | log Tacos MOU. T“ Î_cos NOU NOU |* 
tg> NOU cos MO —cos NO 


Considerăm din nou raza R a cercului C; vom 
constata cos MOU =0M1: R și prin urmare : 


l1—cos MOU  R-O0M, UM, 


1 
(8) L(M, N)= 3 log [My Na; U, U’). 
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Acum funcţia L: S:-R este complet determinată astfel că trebuie 
să demonstrăm condiția 3°. Constatăm ușor că are loc L(M, N)>0. 

Pentru a avea loc L(M, N)=0, în ipoteza că MNLd (și MNNd= 
=U) este necesar să aibă loc log (MU: NU)=1, adică MU=NU, 
deci M=N. În cazul cînd MN nu este perpendiculară pe d, folosind 
formula (6) pentru L(M, N) obținem M':U=M'U' adică M* coincide 
cu centrul O al cercului © (unde (MN),=218). Prin urmare M 
și N au același punct diametral opus în 8, deci coincid. 

Vom demonstra L(M, N)=L(N, M) bazîndu-se pe faptul că 
schimbarea lui M cu N schimbă semnul logaritmului, schimbare 
complet mascată de prezența valorii absolute. 

Să dovedim acum că funcția L sa- 
tisface inegalitatea triunghiulară 


L(4B)+L(B, C)> L(A, ©). 


Putem presupune BCLd (în caz contrar 

realizăm aceasta operînd o inversiune 

z. asupra figurii). Conform aceleiaşi moti- 

vări putem presupune că C este exterior 

Fig. 194 cercului ce completează (AB), cerc 

l ce taie d în puncte X, X’. Notarea punc- 

telor X, X’ se poate face încît UX> UX’, unde U=BCNd. Conside- 

răm și dreapta (AC), cu „punctele limită“ Y, Y' (A și Y., fiind 

de părţi distincte ale dreptei BC). Folosind și formula (2) în mod 
convenabil obținem : | 


BU CU CU 
TA; Baloe 2, LIB.C) loa -< LUA Olor e. 
(4, B)=logg 5, LB, C)=log Fe, L(4,C)=log E 


Inegalitatea de demonstrat devine astfel : . 
BU, CU CU 
DU BU EU 


Pentru a dovedi ultima inegalitate (evidentă pe figura 194) va fi 
suficient să constatăm că X este situat între U şi Y. Această concluzie 
urmează evident observației că arcul ACY (deci și Y) este exterior 
cercului prin A, B, X. 
Observaţie. 5. Dacă are loc Ay Bp-C putem presupune că cele trei puncte sînt situate 
pe o hi — dreaptă ce taie d în U și UA<UB<UC. Obtinem astfel : 
CU BU CU 


BU 
L(A, B)+L(B, C)=log — +log — =log — — =L(A4, C). 
(4, B)+L(B, C) og 7y t8 by E By de Iu 


, adică EU>DU. ` 
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VI.5. Vom presupune că sîntem în cazul generic şi (OA), este 
o bg-dreaptă, obținută intersectînd un cerc @ cu S. Fic €Nd={U, V}. 
O inversiune I de centru U și putere UV:, 
transformă O într-un punct M. Vom presupune 


că H-secmidreapta dată este arcul UO; prin in- 
versiunea I considerată punctul O este trans- 
format într-un punct M, h-semidreapta OU este 
transformată în /-semidreapta (ce este și se- 
midreaptă) Mv. Cealaltă //-semidreaptă cu ori- 
ginea O este transformată în segmentul eucli- 


dian deschis: MV. Pentru a găsi h-punctul Fig. ya 
d D. 
A cerut de enunţ va trebui să găsim N pe MY încît loge 7y =a. 


Ipoteza că a este pozitiv asigură NV =A. V 8°, ctc. 
Observație. Demonstrația dată clucidează şi cazul cînd (OA), ar îi. W — dreaptă 
b) Fie tangenta în O la h-scmidreap'a 
zą t Ox ; vor exista semidrepte 4, z încît x(t, 2) = 
= *([,u)=a, exact cîte una în fiecare se- 
miplan determinat de dreapta. suport a 
x semidreptei ż. Considerăm puncte Y, Z pe 
OSs Ay d încît OYLu, OZLv. Pe cercurile prin O de 
o centre Y şi respectiv Z delimităm arce cu 
Z// gh, originca în. O ce constituie /-semidreptele cău- 
Fig. 196 tate Oy, Oz; în afara acestor h-semidrepte 
“nu mai pot exista evident altele. Dacă, așa 
cum se prezintă figura 196, una dintre tangente. (de exemplu 0z) este 
perpendiculară pe d, punctul Z nu mai există, dar semidreapta. 0y 
este chiar una din cele două /-semidrepte căutate. : Noe ca 
c) De la prima citire ni se impune atenţiei o puternică analogie 
între afirmaţia din enunț și cazul de egalitate „LUL“ din geometria 
euclidiană. Este natural să ne gîndim la o operaţie „de suprapunere 
a „triunghiurilor“ ABC şi A'B'C' adică la o transformare. care să 
conducă A, B, C în A', B’, C’ şi să păstreze unghiurile şi „distanţele“ 


(evident, distanţele vor trebui calculate prin intermediul funcției L). În 
acest scop vom determina inversiuni 7, y care să opereze asupra lui ABC 
respectiv A'B'C” şi care să asigure ca laturi omoloage cu AC şi A'C' să 
se situeze pe hl-drepte. Centre ale acestor inversiuni vor fi puncte Io 
Ja ce sînt puncte limită pentru (AC), şi (4'C"),. Pentru a conserva 
anumite orientări, dacă A se plasează pe arcul CI, atunci și A' se 
plasează pe arcul C'Jo. Alegînd pentru inversiunea I o putere p arbi- 
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trară determinăm D=/(4), E=I(B), F=I(C). Pentru a alege con- 
venabil puterea g â inversiunii J vom impune punctului D'=/(4') să 
fie situat pe paralela prin D la d. Pentru a determina și prin calcul 
puterea g considerăm și celelalte puncte limită al h-dreptelor (AC), şi 


| 
1/4... 
PUU; 4 (// oy 


(A'C'), fie ele H, H' şi proiecţiile X, X’ ale punctelor D, D' pe d; ` 


condiția DX=D'X' devine LAE LAH 
LA-LA JA JH 


BAH: Jo A4'- Jo H'=g- 4A'H'- JA- JH. 


Avînd în vedere proprietățile inversiunii (vezi IV.22 și 1V.23) con- 
dițiile din enunț devin : 


L(D, E)=L(D', E"), L(D, F)=L(D', F’), +EDP= +E'D'F'. 
: h h 


Egalitatea L(D, F)=L(D', F') împreună cu DX=D'X' asigură ime- 
diat FX=F'X', deci și FF'=DD'. Egalitatea +EDF= xE'D'F' 
h 
se explicitează uşor dacă punem în evidență centrele O și O’ ale cercu- 
rilor 7, F’ pe care se plasează (DE), şi (D'E"),: x DOX= + D'O'X'. 
Se constată apoi cu ajutorul formulei (7) din soluția problemei pre- 
cedente că egalitatea L(D, E)=L(D', E") antrenează şi xEOX= 
= +E'O'X'. Avem acum de examinat două posibilități ilustrate de 
figura 198. l 


, adică are loc 
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L. Dacă. OX şi OX: ' sînt la fel orientate, urmează DD'= EE'= 


=FF', ';*prin' urmare o translație T de vector v= =DD', paralel. cu d 
transformă A. DEF în AD' E'F'. Recomandăm citirea simbolului 


D (he ee de en urtete Dn e = an e 


e A nunu en 


í 
. i 
AZ) OS. 


M a / / 


MAh 198 


A „triunghi hiperbolic“ ; prin acest termen vom înțelege configurația 
k 


formată din trei %-puncte (numite vîrfuri) ce nu sînt /-coliniare și 
an cele trei /-segmente Sererminare de cîte două vîrfuri (numite 
h-laturi). 

II. Dacă OX şi O'X’ au sensuri opuse (adica O' apare în poziția 
notată O, şi implicit E’ ocupă poziția E,) atunciteste evident că seg- 
mentele DD’, EE,, FF" admito mediatoare comună m perpendiculară 
pe d ; simetria R în raport cu m transformă A DEF în AD'E.F'. 

A A . h h 


În ambele cazuri s-a pus în evidență o compunere de transformări 
K=]oGol (unde G=T sau G=R) ce transformă DABC în MB C 


Prin fiecare dintre aceste transformări se conses jaiigi oile (cal- 
culate cu distanța L) și unghiurile. Urmează deci : 

° L(B, C)=L(B', C’), 

2° xABC= ABC Ă 


3° £ ACB= pa C'B'. 


Observajü 1 TER nu interzicea h-coliniaritatea h-punctelor A, B, C respectiv 
A, B, C'. Modul de demonstrare a presupus tacit că nici A, B, C şi nici A'B, Cu 
nu sînt h-coliniare dar poate fi ușor adaptat și pentru cazul exclus : E şi E (sau £,) se 
vor plasa pe dreptele DF respectiv D 'F', punctele O, O' (sau 9) nu vor mai exista dar i 
concluziile trase în cazurile I şi II sînt ambele valabile. ; -o 
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- 2.-Ar fi fost suficient ca demonstraţia să pună în evidență doar valabilitatea ega- 
lității 2° ABC za B'C' şi să continuăm raționamentul în mod abstract astfel: 


— schimbând î în enunţ h — punctele B cu C si B' cu C' în locul concluzici 2° se 
obține 3°; 

— schimbind î în enunț punctele A cu B și A'cu B’ se presupune prin absurd că- 
nu ar avea loc L(B, C)= L(B', C’) ci L(B, C)=L(B', C,) unde C, este situat pe /i-semi- 
dreapta de origine B’ şi trecînd prin c. Se obține concluzia 2 PAE 72 "A'C', și se 


constată apoi că punctele £’, c', G sint h coliniare ; h — dreptei (4' c' ) şi (BC), 
ar avea în comun } — puncte distincte C’ şi C', absurd. 


rai 3. O modalitate calculatorie de demonstraţie va apare prin intermediul problemei 
1.5.g. 

d) Ideea de demonstraţie este acecași ca la punctul precedent : 
vom opera o inversiune J asupra lui Æ, B,C încît (A B)a să devină 
o hl-dreaptă (DE), și o inversiune J asupra lui A’, B', C’ încît (-4 'B')n 
să devină o hl-drèaptă (D'E')a. Vom alege și puterile celor două inver- 
siuni încît distanțele de la D=I(A) şi D'=I(A') la d să coincidă. Ne 
asigurăm şi acum că şi distanţele la d de la E=1(B) şi F'=1(B”) 
coincid (se impune în acest sens o alegere „cocrentă“. a centrului 
inversiunii J într-un anume punct limită al H-dreptei (4'B)). 


m « 
Da. 
D 
F | F~ 
4) C) L Or AN 
Ai x INZ A 
L/////7////////////4//////// 
Fig. 199 
Pe figura 199 am mai notat: F=I/(0), X, A proićcțiile lui 


D, D' pe d şi prin M, N, M’, N' centre ale unor cercuri pe care se 
plasează (DF)r, (EF)n, (D'ah=I(Da), (E'y')ja=I(Ey). Din cele de 
mai sus reținem: EX=E'X'; DX=D'X' (concretizare peniru 
L(D, E)=L(D', E)): 
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+ DMĂ = DATĂ (exprimă + (DE, DF)= x (D'E', D'x")) ş 
ENX = +E'N'Ă' (exprimă SED, ET)= x(ED, E y”)). 


Deducem imediat: Mă=M'X', XN=X'N' MN= MN. Va 
cxista o transformare euclidiană G încît G(M)=M"”, GIN)=N", 
G(X)=X' și care să conducă mulţimea S în ea însăși. Figura reprezintă 
cazul cînd G este o simetrie R față de mediatoarca segmentului XX’, 
dar, dacă A A BC și BA 'B'y ar fi fost la fel oricniate, G ar fi fost trans- 


laţia de vector XX’. 
Fie F'=G(F). Din G(M)= =M' și G(D)= =D' rezultă imediat că G 


transformă arcul i în D'F', adica Feb. Analog F'eE'y deci 
-scmidreptele D'a', E'y' au în comun punctul F’. Rezultă că i 
dreptele A ID: x’) şi B'y=J(E'") au în ccmun punctul C'= 
=]J(F'). 

Dar h-segmentul /D'F'|, cste transformatul prin G al lui /DF/r 
deci L(4', C')}=L(A, C). Analcg, se poate constata L(B, C)= L(B', C’) 
dar în accst moment celelalte două concluzii dorite se pot obține apli- 
cînd rezultatul de la punctul precedent pentru tripletele B, A, C 
si B', 4", C'. 

Observaţii. 1. Recunoaştem într-o parte a a- 
cestui enunț analogul cazului de egalitate „ULU“ 
din geometria euclidiană. A 

2. Modul de formulare a enunţului acordă 
deosebită importanță existenţei punctului C’ : în 
timp ce in geometria euclidiană existenţa lui C'se B 
proba imediat, aici, aşa cum arată şi figura 200, 
dacă nu are loc L(4, B)= L(4, B') nu ne mai C 
putem asigura de existenţa unui C’. Vom reveni a- 
supra acestei chestiuni. 

3. Faptul că unghiurile respectiv egale erau 
alăturate laturilor „egale“ (în distanța L) este 
acum esențial; în orice caz nu ne mai putem ba- / 
za pe faptul euclidian că suma unghiurilor unui // M) 
triunghi este constantă pentru a deduce şi egali- p 
tatea celeilalte laturi. Se va urmări şi soluţia Fig. 200 
punctului i). BB =>: e îi 


c) Enunţul sugerează că am putea determina de exemplu 
mărimea a=L(B, C) în funcție de h-unghiurile /-triunghiului ABC. 
Deoarece o inversiune arbitrară cu centrul pe d conservă cantitățile 
în discuție vom presupune că (BC), este h'-dreaptă, adica BCLd. 
Mai notăm M=BCNd şi fie Ñ, P pe d încît NA=NB, PA=PC. 
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y 


Se observă ușor că h-unghiurile. triunghiului” ABC. se exprimă prin: 
A= +NAP, B= BNM, C= CPM. Cînd vor fi posibile confuzii 
piee O | ne. vom referi: la -unghiurile «unui. /-triunghi 
prin majuscula virfului cu un punct deasu- 
pra; .vom: renunța însă la, punct, „cînd: con- 
textul nu va fi echivoc. . asi 

„ Pentru a: exprima mărimea a=L(B, C)= 

. =| log BM:CM | ar trebui să estimăm mări- 
mile BM, CM ; noi vom presupune cunoscute 
„lungimile euclidiene ale acestor segmente şi 
vom urmări ce condiţii se pun acestora pentru 
a avea unghiurile menționate. Sesizăm ușor ; 


(1)  NM=BMetg B, MP=CM ctgC, NP=BM ctg B+CM ctg C. 
| BM. CM 


(2) NA=NB= — ; -PA=PC= — . 
sin B sin C 


; OZN u ; | 
Condiţia NAP=A devine conform teoremei cosinusului : N 
BI (E BM CM 


—2— — cosă. 
sin B sin C 


(BM ctg B4+CM ctg C)? = i ; S 

în E sin B sin C 

După ce notăm BM =kCM şi împărțim prin.CM: obținem: . 

' t— cos? B 2k cos Á +cos B cos C pe 1—cos? C 

sin? B - sin Bsin C | sin? C - 

| cos A+cos B cosC 

sin BsinC. 

k?+1 _ cos A+cos B cos C 

2k „sin Bsin C dia l 

Ne abținem să rezolvăm ecuația (3) de gradul II în necunoscuta: 

k, deoarece alegerea rădăcinii nu este justificată din punct de' vedere 

geometric. (Discuţia ei se va face la punctul următor). De fapt, k 

apare în atenția noastră prin a=|log k |. Putem presupune &4>1 şi 

ar urma k=f* (reamintim că s-a considerat f baza logaritmilor ce 

apar în funcţia L) dar putem considera și k< 1, deci k=ßŻ.. Dar, 

pentru .ambele eventualități, egalitatea (4). devine : 

ayo B?+ B-* _ cos A+cos BcosC 

J i ps : sin BsinC `. ` SE aa 


=0, sau - 
(3) po —2h +1=0, adică: 


(4) 
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Acum în primul membru apare o funcţie de a (definită pentru orice 


a real); în cazul particular cînd B= e (unde e= lim +) Re: 


n> co 


==2,7 1828 1828 459...) funcţia ce se obne se notează prin ch şi se 
citește cosinus hiperbolic. f 


Deci, pentru B=e am obținut 
(5) | e lati cos Asco pico, 
„sin Bsin C l 
Pentru a surprinde şi cazul unei baze f arbitrare (dar supraunitare) 


să considerăm numărul real R=logp e =a ; egalitatea (4”) devine: 
ra : n ' 


__ Cos A+ cos B cos C 


a 
ch =—— = - - 
R sin B sin C 


(6) 


Cu aceste pregătiri, enunţul se poate reformula prin: să se veri- 
l z -2y 
fice ;că funcția ch (definită prin ch s=) este injectivă dacă 


i se restrînge domeniul la mulțimea numerelor reale ne negative. 
Prezentăm două soluţii ale acestei probleme auxiliare. 
I. Revenind la notația e"=k, ipoteza +>0 devine k>1, şi con- 
diţia de injectivitate devine: 
Ecuația (de gradul doi în necunoscuta +) 


admite cel mult o rădăcină supraunitară pentru orice valoare a lui y. 

Verificarea acestei afirmații este imediată; dacă (3) admite 
două rădăcini kı, ką din k,ką=1 rezultă că una singură poate depăși 
valoarea 1. | 


-7 


T — 
II. Derivata funcției ckx este ——. funcție ce se notează 


prin sh; (se citește sinus hiperbolic). Se constată imediat că pentru 
x>0 are loc sh x>0; urmează că funcția ch este monoton strict 
crescătoare pentru x >0. 


„__ Observaţii. 1. Analogiile între funcţiile cos, sin fe de o farte şi ch, sh de cealaltă 
sint numeroase. Prezentăm în paralel cîteva astfel de proprietăţi. 
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(7) cos? ysin? += | “ch? x—sh? = 
(8) (cos x) = —sin x (ch x) =sk x 
19) (sin x)'=cos a (sh x) =ch x : 
` 
3 5 1 E 3 7 
10) sin PPT EA ai sh x=x p> p&p Eea 
3! 5! 7! tatata? 
T E. o á 
(11) e E 008 3 da 008 ch x= LI == 4 
2! 4! 6! a a a" 
i12) cos z+i sin x=e" ch x+sh x=e" 
( 13) cos y—i Sin axe? ch x—sh y=" 


(14) sin (x+ y)=sin x cos y+cos x sin y sh(x4-y)=sh xch y+ch x sh y 


„ (15) cos (x +y)==cos x cos y—sin x sin y ch (x4y)=ch x ch y+shx sh y 


2. Conform celor demonstrate la acest punct, nu vor exista „h-triunghiuri asemenea" 
(adica avînd h-unghiurile egale) care să.nu fie egale. 


4. Dacă în] formia (6) se face ca R să tindă la infinit, conform (11) ch va tinde 
R 


la 1: se deduce astfel 4+B+C=1800. Acesta este un Prim argument pentru afirmaţia: 
geometria euclidi and constituie un caz limită a geometriei hiperbolice. 


f) Prin construcția de la punctul precedent am pus în evidență 


ecuația (3) ce o reluăm acum sub forma k?—2ky+1 =0 (în baza 


cos A + cos B cos C 


notației y= pentru care știam că admite soluții 


sin B sin C 
reale distincte $ = fa, Prin urmare are loc A = y? — 10. Această 
condiție se poate realiza în următoarele două moduri distincte. 

I. y>1, deci cos A+cos B cos C>sin B sin C, adica cos A > 
> — cos (B+ C), sau cos A > cos (1800— B — C), adica A< 180 — 
l —B-—C. S-a obținut astfel exact condi- 
ţia enunțată A + B+ C< 180. 

II. y< —1, conduce analog la: 

_A4A+B> 18%+C; 
(sau o altă inegalitate analoagă obţinu- 
tă din aceasta substituind B cu C). Con- 
form enunțului problemei trebuie să ară- 
tăm că această situație nu se poate rea- 
liza pentru nici un /-triunghi ABC ; vom demonstra ceva mai mult, 
că pentru nici un. k-triunghi ABC. nu. poate avea loc 4+B8>180*. 
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Presupunînd, prin absurd, că ar exista un astfel de /-triunghi 
A BC am putea presupune că (AB), este o Al-dreaptă (sau am putea 
transforma figura printr-o inversiune cu centrul pe d încît ABLlda 
ca în figura 202). Să presupunem că C s-ar situa pe o anume //-semi- 
dreaptă prin A, figurată printr-un arc AĂ situat pe un cerc ot de 
centru O și notată prin æ. Fie ¿ tangenta în 4 al AX, a, paralela prin 
B la 1 și punctul U al dreptei d încît UBlu. Considerăm şi cercul B 
de centru U și trecînd prin B ( este tangent la 4). Se constată ușor 
că ot şi B se corespund într-o omotetie H de centru D. Deoarece D 
este interior ambelor cercuri nu poate exista nici un punct P comun 
lor (ar urma H(P)=P, deci P=D, absurd). Pentru a fixa notația 
vom presupune că este interior lui c. Punem în evidenţă și h- 
semidreapta ß figurată prin arcul BY al cercului 3. 

Deoarece «NBC ANB=Ø, putem conchide că nu există puncte 
C pe a și B deci nu există /-triunghiurii ABC încît A+ B=180°. 

În continuare, ipoteza ce am admis-o, ne obligă să considerăm o 
semidreaptă v prin B încît + (BA, v)=B. Pentru ca v să fie tangentă 
unei -drepte prin B, această //-dreaptă trebuie să fie de forma 005, 
unde € este un cerc prin B avînd centrul M pe o semidreapta d', si- 
tuată pe d cu originea în O (MBLv). 

Punem în evidență arcul BZ(Z fiind de acea parte a dreptei AB 
de care sînt X şi Y) al cercului 8, arc ce reprezintă o h- semidreaptă y. 

Vom demonstra. că arcul y este interior cercului B (deci și lui 
k); astfel se va exclude posibilitatea existenței unui %-punct C pe 
æ'şi y, deci a unui -triunghi cu A-+Bè> 180°. În acest scop va fi sufi- 
cient să constatăm că Z ceste între D și Y. 

Perpendiculara MD este mai scurtă decît oblica MB=MZ, deci 
MD<MZ. Constatăm apoi că unghiul M BY conţine xUBY=+UYB 
drept unghi interior ; urmează MY >MZ. Am dovedit deci că Z este 
între D și Y, q.e.d. l 


Observaţie. Inegalitatea A+ B+ C< 180° va fi redemonstrată in problema VI.10. 
g) Folosind formulele (6) şi (7) obținem : 


a a a cos A +cos B cos C 
he: — = | ch — —1 || ch — +1 = = 
ii R (a G i ) | sin B sin C | 


cos A +cos B cos C] _ [cos A+ cos (B—C)I.[cos A+cos(B+C)) 
| sin B sin C sin? B sin? C 


Numărătorul v al ultimei fracții devine: 
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A+B-—C s DEE, 2 cos AEO EC cos ABC 


v=2 cos ——————— co 
adi 2 | 2 2 


sau v= cos? A+ - [cos (4+B+C)+cos (—A4A+B+C)]+ 
+ [cos (4+B— C)+ cos (4A—B +C)]+Ż[cos2B+ ~os 2C. Deci: 
49. v= 2 [cos (4A+B+C)+ + cos (4A+B—C)] + 


+2 [cos —A+B + C)+ cos (A — B+ C)]+ cos: B + cos? A + 
+ cos? C — 1= cos (A+ B) cos C+ cos C cos (A— B)+ cos? A + 
cos? B+cos? C — 1 =2cosA cosBcos C -+cos? A+cos? B-+cos?C —1. 


Ambele exprimări ale lui v pun în evidență caracterul său simetric 
în raport cu -unghiurile A, B, C ale h-triunghiului. Deducem imediat 


; a b c 
Sh — sh — Sk — 
(15) MN IRAN R a  ă yy 
sin A sin B sinC sin A sin B sin C 


și prima formulă enunțată este complet dovedită. Pentru a-i sublinia 
analogia cu teorema sinusurilor să remarcăm că, în baza formulei (14) 


a , N SA 
se poate stabili o asemănare remarcabilă între expresia i yy și for- 


mula lui Heron pentru aria triunghiufui din geometria euclidiană. 
Pornind din nou de la formula (6) şi de la permutările ei ciclice 
constatăm l - 


R - sin Bsin C sin Á sin C 
cos C+ cos+4A cos B 
l sin A sin B > A 
__ cos A(1—cos*A4-—cos A cos B cos C-—cos:B—cos? C—cosA cosB cosC) _ 
ai: sint A sin BsinC E 
—vcos A 


=A = shsh £ cos A. 
sin? sin B sin C. RR a 
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S-a obținut. astfel cea de a doua formulă enunțată: 


(16) e d EA L/S LA A A 
a e: R R R- 


„_ Observatii. Cînd numărul R este toarte mare, în baza formulelor (10) şi (11) putem 
scrie: a EA 


înlocuind aceste valori aproximative în formulele (15) şi (16), amplifictnd apoi 
relaţiile cu R şi respectiv R? obținem teorema sinusului şi respectiv teorema cosinusul 
din geometria euclidiană. Apar aştfel noi temeiuri pentru a firma că geometria euclidia- 
nă este „un caz limită al geometriei hiperbolice. i | B 

h) Demonstrația se obține imediat prin intermediul formulei 
(16) : -pentru -k triunghiuri ABC şi:A'B'C' rezultă cos A=cos į’, 
deci. á= å’ și apoi se foloseste cazul, de egalitate demonstrat la c). 

i) Abordăm cazul cînd (4 B), este Bl-dreaptă ; fie U punctul ei 
limită și: AU>BU. Dacă C îndeplinește condițiile din enunţ vom 
avea log A =+ log CU Varianta „cu —“ se elimină imediat, C dispă- 
rînd din condiție. Deci vom avea AU ae , adica CU?= A U BU. 

CU BU l 
Putem construi -C cu rigla și compasul în următoarele etape. 

— 0 mijlocul segmentului AU ; 

— cercul 8 de diametru AU ; 

— D pe @ şi pe paralela prin Bla d; 

— cercul (2 de centru U și rază UD: . 

— C=(A4AB)N9. 

Pentru a demonstra valabilitatea construcției, în 
triunghiul dreptunghic UDA folosim teorema .catetei: 
UD:=UB UC, etc. 

În cazul cînd (AB), este g-dreaptă considerăm Fig. 203 
unul din punctele ei limită U. Inversiunea 7 de cen- 
tru U și putere UB:, conservă B și conduce A în A’ astfel încît 
(4'B) este Al-dreaptă. Se construieşte ca mai sus H-mijlocul C” al lui: 
[A'B], şi C apare la intersecţia între arcul AB şi dreapta UC". | 
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Observaţii. 1. O altă construcţie a h-mijlocuiui 
va apare în cadrul soluţiei problemei VI. 12. 


2. Pentru ambele cazuri analizate am marcat 
pe figură şi mijlocul (euclidian) M al segmentului 
AB. În ambele cazuri MC: în primul deoarece 


it a aaa Si 
CU=VAU .BU< = AU+BU)=MU, în al doilea 


deoarece Af nici nu este k-coliniar cu A, B. Apare 
deci utilă diferenţierea între mijlcc şi h-mijlcc. 


Fig. 20 4 3. Analizind problema construcţiei unui -punct 


a i 
C ncit L(A, C) = — (A, B) unde n este număr 
n 


natural (aici s-a rezolvat cazul n=2) putem constata că pentru valori generale ale lui 
n nu putem construi C cu rigla și compasul. 


j) Fie C h-mijlocul lui /AB/j. Dacă are loc L(M, 4)=L(M, B) 
atunci conform celor arătate la c) /-triunghiurile MCA, MCB sînt 
egale. Urmează + ACM= + BCM=90*. Fie m h-dreapta prin C per- 


h h 
pendiculară pe (AB). Am constatat deci că L(M,.A)=L(M, B) 
implică Mem. Este valabilă şi reciproca: 
dacă Mem atunci h-triunghiurile MCA, MCB 
sint egale conform c), deci L(M, A)=L(M, B). 
Prin urmare locul geometric căutat este j- 
-dreapta m. Este justificat să o numim /-7e- 
diatoarea lui |AB/a. m 


Construcţia lui m cu rigla şi compasul rezultă ime- 


* diat din cele de mai sus. 


VI.6. a) Fie a o /-dreaptă. Aplicîndu-i N; /, 
eventual o inversiune convenabilă (transfor- Fig. 205 
mare bijectivă a mulțimii S ce conservă dis- 
tanța, deci este și continuă) putem presupune că d este ø hg-dreaptă, 
figurată de un semicerc avînd puncte limită U, V și centru O. Consi- 
derăm o dreaptă euclidiană b paralelă 
cu „absolutul“ d. Vom asocia fiecărui 
h-punct M al h-dreptei a punctul M’ = 
=f(M) definit prin M'= OMNb. Cores- 
pondența f este evident bijectivă. (rea- 
mintim că U, V nu sînt / puncte). Pu- 
tem afirma direct că atît f cît și f-1 sînt 
continui deoarece situațiile M--N--P 
„şi M'—N'—P' au loc simultan. 

Vom evalua în cele ce urmează distanțele M'N’ în funcţie de 
h-distanța L(M, N). Considerăm în acest scop perpendiculara în O 
pe d ce taie a în A şi b în A’. Obţinem A4'M'=0A* tg MOA=04"- 
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— £? 5 i 
«ctg MOV =0A4' =s, unde am notat ¿= £g mor . Folosind formula 


(7) din soluția problemei VI.4, observăm L(A, M) = log î. Notînd 
deci L(4, M) =x, obținem t=e? și: 
— pT — p-f 
(1) A'M'= DA e DA =0A' sh x. 
2e-* 2 
Deoarece shx este funcție continuă ne putem asigura şi pe 
această cale de continuitatea funcției f. 


b) Considerăm avantajos să modi- 
ficăm figura printr-o transformare ce 
conservă funcţia L încît pentru imaginea 
euclidiană a h-dreptei (4,4) adica pen- 
tru semicercul UV, punctul 4,, renotat 
prin C,, să fie plasat în C, încît x UOC, = 
= 90%. Putem realiza acest deziderat tra- 
sînd HW-perpendiculara pîn A, pe (A Ash; 
aceasta înseamnă să punem în evidență 
O' pe d încît +0'A.0 = 90° şi să trasăm 
semicercul de centru O’ și rază 0O'A,. Fie 
Z unul din punctele limită ale lui 7 şi J 


inversiunea de centru Z și putere p=ZU ZV (pentru a transfor- 
ma (4,4): în ea însăși). 

Am desenat separat imaginea prin J a lui (4.4), hotînd J (4;) =Cu. 
Am renunţat însă la plasarea punctelor B sau D=9(B) pentru a ni 
le putea imagina oricît de aproape de V respectiv V’. 


Comentariu. O obstrucţie în calea înţelegerii modelului lui Poincaré o constituie 
aparenţa că un semicerc are o lungime (euclidiană) finită şi nu una infinită cum s-ar cere 
unei drepte. Este vorba doar de o confuzie a situatiilor. 


Så presupunem un călător N (adica „neeuclidian“) ce şi-ar propune ca pornind din 
A, să meargă pînă la „capătul V“ al h-semidreptei 4,42. Mergind cu viteză constantă el 
parcurge în prima zi k-segmentul |As4sl, ; deci Aa este al doilea punct „de staţionare”, 
A doua zi el va parcurge o distanţă egală |Aa4al, dar egală nu în sens euclidian ci în sen- 
sul precizat de L(4a, A3)=L(4s, Aa). Un observator E (adica „eucli dian“) privind traseul 
şi eventual urme din locurile de staţii ar putea constata că în a doua zi a parcurs chiar 
o distanță mai mare. Dar observatorul euclidian gîndeşte distanţele în sens euclidian 
şi ignoră dificultăţile ce le are N cind (din punct de vedere euclidian) se apropie de „abso- 
lutul şi inaccesibilul d“. Următoarele locuri de staţie ar fi As, Ag- As. În momentul 
cînd formulăm pseudo problema, „cite locuri de staţie îi vor fi necesare lui N pentru a 
ajunge în V? “ înţelegem desigur că îi vor trebui o infinitate de zile, adica nu va ajunge 
n îiciodată în V, adica o h-dreaptă este infinită. („Infinitul numărabil“ pare a fi mai „pal 
pa bil“ decit „infinitul continuu“ şi „infinitul potenţial“ mai palpabil decit cel „actual“. 
Adica, dacă ne este greu să ne închipuim că (41 As), este infinită pare mai uşor să ne gin- 
dim dacă putem atinge sau nu punctul V). 
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Vom mai presupune că un alt călător N’ avind aceeaşi viteză de deplasare ca şi 
N parcurge (C,Ca), pornind din G}. Seat E 

Pentru a sublinia şi prin imagine „scurtarea euclidiană“ a etapelor lui N’ am reluat 
pe figura 208 mărind de două ori la scara 5: 1 porțiunea „finală“ a parcursului. Putem 
considera în mod aproximativ că la fiecare etapă N' înju- 
mătăţeşte distanța euclidiană pînă la V’. 

Dar dacă V este inaccesibil pentru N iar V’ inaccesibil 
pentru N’ ce putem spune despre h-puncte B respectiv D 
situate oriunde în „faţa“ acestor călători. Imaginea intuitivă 
sugerează şi axioma lui Arhimede afirmă că oricare aceste 
puncte sint accesibile. Termenul de axiomă se referă la do- 
rința de a accepta fără demonstraţie această afirmaţie dar 
dacă facem această acceptare în cadrul geometriei euclidiene 
o vom putea, demonstra în modelul ce îl studiem. 


Putem deci presupune 04.,L0V şi să con- 
siderăm o aplicaţia f construită la a), ce 
conduce -punctele A, și B în puncte f(A) =E; 
/ f(B)=F situate pe o dreaptă (euclidiană). A 

dovedi că există. A, încît B să fie pe arcul „mic“ - 
| -~ AsAm este acelaşi lucru cu a arăta că există E, 
încît F să se situieze pe segmentul E,E,. Să presupunem deci L(A,, 


A43)=p, L(A4i, B)=x:: Vom constata L(A,, A) =mp: E se 
„ Putem acum constata direct că, pentru m suficient de mare-are 
loc Be/AsAm| dacă L(A4,, B)<L(A,, A ), adica: ie pa T 


og ctg 7 BOV < m log [ctg 440), Dy En 
folosind axioma lui Arhimede pentru numerele reale pozitive p'= S 
= log ctg 410V şi x = log ctg = BOV. 


~ c) Putem să presupunem fără a restrînge generalitatea că 
h-punctele P}, Qa se plasează pe un anume sfert de cerc AV ce 
reprezintă o ķ-semidreaptă. Fie S(Pa) =Ma, f(O) =N, funcția f 
fiind construită ca la a). Obținem astfel un șir de segmente euclidiene 
Sa» fiecare incluzînd pe următorul, unde s,=M,„N,. Dacă vom putea 
arăta că lungimea /, a acestor segmente tinde la zero (cînd n—00) 
vom transfera chestiunea din geometria neeuclidiană în cea euclidiană. 
(După ce vom stabili că există un punct unic L situat pe fiecare seg- 
ment s, vom putea caracteriza K prin f(K)=1).. aia 

„Să notăm în acest scop L(A, P,)=p,, L(A, 01) =9a. Condiţiile 
1° și 2° din enunţ se traduc prin: Na | E 


1’ Bi SPas ::: SPAS ttt SQ: GaS ga și 
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2  — m (qa — pn) 50. 
, "co . a: 
Are într-adevăr loc: 


aiao 


1, =L(Pn Q) = og. 2 oleg — —log 


i T Aar a) ta 
tg= QaOV tz QOV. tg 2 POV 


Notînd f(A )=A4' şi A'M Dă / 4 Need deducem : Pp=0A' sh Pa, 
a= 0A' sh qn. Urmează : e l 


În n=]n—Pn=0A (SA an —sh e 204": sh În Z Pa — - ch Pa Ă 
VA 


Deducem ușor 0< l, < 204' În 2 Pa -2 + chq= (OA tchga) l, şi constatăm 


că are loc lim }% = 0, q.ed. 


* nəv 


Comentariu. În cadrul ultimelor şase probleme au fost introduse următoarele 
noțiuni: k-punct, h-dreaptă, apartenența (sau incidenţa) unui h-punct la O }-dreaptă, 
a fi „h-ântre“, egalitatea h-segmentelor (unde /A B], şi /CD], sînt egale dacă şi numai dacă 
L(A, B)=L(C, D) ; conform acestei definiții egalitatea h-segmentelor este o echivalență) 
şi egalitatea h-unghiurilor. Aceste noțiuni au fost corelate prin punerea în evidență a unor 
proprietăți dintre care vom remarca aici doar citeva ce au permis introducerea unor achiani 
suplimentare şi demonstrareaaltor proprietăți. 


Proprietăţi de incidență : VI. 1.a), b), c). 


Proprietăți de ordonare VI.2. a), b), c), d). 
S-au definit p:segmente, h-semidrepte, h-semiplane). 


Proprietăţi de egalitate (sau de „congruenţă“) VI. 4 şi 5. a) b) ©). 
Proprietăţi de „continuitate“ VI. 6. b) c). 


Proprietățile aici puse în evidență sînt valabile şi cînd (în cadrul noțiunilor funda- 
mentale şi a celor derivate) se exclude „indicativul“ h; este vorba de proprietăți ce stau 
la baza geometriei obişnuite „euclidiene“. Din aceste proprietăţi se pot obține pe cale 
logică multe alte consecinţe ; şi aici au fost puse in evidenţă astfel de proprietăţi conse- 
cinţă, deşi pentru unele din ele am dat o demonstraţie explicită pentru a nu recurge la 
un lanţ deductiv complicat. 


Mulțimea proprietăţilor deductibile pe cale logică din proprietăţile mai 'sus menţio- 
nate formează aşa numita, geometrie absolută pland. Alegerea unei semnificaţii anume pen- 
tru noțiunile fundamentale, adica modul de a intui sau de a concepe punctul, dreapta, 
situația de a fi între, egalitatea segmentelor constituie un model al geometriei absolute. 
Am putea spune deci că cele de mai sus au constituit crearea unui model al geometriei 
absolute, anume modelul lui Poincaré. Atragem atenția că acest model s-a construit rein- 
terpretind convenabil configurații din modelul standard al geometriei euclidiene. 

Cu modificări neesenţiale, proprietăţile de bază mai sus menţionate au fost selec- 
ționate de Euclid. Întreaga geometrie a fost apoi dedusă pe.cale logică din aceste propo- 
ziţii (numite axiome sau postulate). A fost lăsată de o parte, de parcă nici Euclid nu ar 
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fi fost sigur dacă s-o includă sau nu între celelalte axiome, o axiomă (postulatul V) a para- 

lelelor : „Printr-un punct A trece o singură Paralelă la o dreaptă a“. În antichitate și apoi 
în evul mediu au apărut numeroase încercări de a deduce acest postulat V din celelalte 
axiome. Recomandăm în acest sens lectura cărții [49] deoscbit de antrenantă şi reuşind să 
surprindă ideile remarcabile fără a intra în detalii „tehnice“ obositoare. 

Către jumătatea, secolului trecut „plutea în atmosfera, geometriei“ o nouă idec de 
a rezolva problema dependenţei de celelalte axiome a phostulatului V : să se acce pte alături 
de celelalte axiome nu postulatul ci negarea sa, T V: „există un Punct A, o dreaplă a, şi 
două drepte prin A nesecante lui a“. Bolyai şi Lobacevski în mod independent au urmărit 
cu atenţie deducerea unei întregi geometrii din aceste propoziţii. Considerăm cu totul 
remarcabil următorul fragment dintr-o scrisoare datată din 3 noiembrie 1823 a lui lanoş 
Bolyai către tatăl său, Farkaş Bolyai, (matematician a cărui nume este şi el săpat în granit 
în istoria analizei postulatului V). Cităm: 

„Am de spus atît de multe despre noile mele descoperiri că nu pot să mă descurc 
decit neadiîncind nimic şi scriindu-ți doar pe un sfert de coală.Hotărirea mea rămîne neclin- 
tită, voi publica o lucrare despre teoria paralelor, îndată ce voi fi pus materialul în ordine 
şi împrejurările o vor permite. În această clipă nu sînt gata, însă calea þe care am apucat-o 
promite aproape cu siguranță atingerea țintei, dacă aceasta este într-adevăr posibil. N-am 
atins ţinta, dar am descoperit lucruri aşa de sublime şi care m-au uimit într-atit, că ar fio 
pagubă, nespus de mare dacă ele s-ar pierde. Vei recunoaşte-o singur, scumpul meu tată, 
cînd vei vedea. Acum nu pot să-ţi spun mai mult decit că cu as creat din neant un univers 
întreg...“ (Sublinierile ne aparţin). 

Dorim să remarcăm nu numai clarviziunea, perseverenţa şi ingeniozitatea celor 
doi creatori de geometrie neeuclidiană. J. Bolyai şi N. I. Lobacevski ci şi abnegaţia şi 
curajul lor de a restabili adevărul. Cam în aceeaşi perioadă Gauss (un adevărat titan al 
matematicii tuturor timpurilor) şi alții (printre care îl cităm pe Taurinus) înţeleseseră în 
ce direcţie trebuie căutat adevărul dar nu au avut curajul să scoată în lumină acest punct 
nodal în dezvoltarea geometriei. 

Ceva mai tirziu prin eforturile ingenioase ale unor matematicieni geniali ca Poincaré, 
Beltrammi, Klein, Cayley, Riemann au apărut modele ale geometriilor neeuclidiene şi a 
devenit evident că diverse variante de geometrii pot fi simultan adevărate. 


Aşa cum vom constata începînd cu problema ce urmează în cadrul modelului lui 
Poincaré este valabil nu postulatul V ci negarea sa “I V | Vom urmări apoi scoaterea în 
evidență a unor particularităţi ale geometriei neeuclidiene a acestui model. Specificăm că 

i parte dintre aceste particularităti au părut ab- 
surde unor matematicieni de mare talent şi re- 
nume (Legendre, Saccheri, etc.). 

VI.7. Putem presupune că a este o 
hg-dreaptă avînd U, V drept puncte li- 
mită. Să cercetăm dacă există /g-drepte 
m ce nu intersectează a. Problema re- ` 
vine la a găsi puncte M pe d încît cercul 
A de centru M și rază MA să nu taie 
semicercul a sau să treacă "prin U, V Ultima formulare pare extrem 
de utilă, într-adevăr, U, V nu sînt /-puricte și dacă m, a au în comun 
punctul X pe linia centrelor sau coincid (ceea ce este absurd căci Aa) 
Sau nu mai au în comun alte puncte. În consecință vom considera 
puncte P, P’ situate pe Z.și pe mediatoare ale segmentelor AV, AU. 
Alegînd M în P sau P’, cercul M descris mai sus oferă prin intersecţie 
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cu semiplanul S }-drepte p, Și cu proprietăţile cerute. Aceste h-drepte 
formează patru h-unghiuri. Există două h-unghiuri opuse la vîrf ce 
nu conţin a. Este ușor de constatat că orice h-dreaptă m situată în 
aceste h-unghiuri satisface condiţiile cerute de enunţ. 

Pentru rigoarea demonstraţiei putem pievrdea şi posibilitatea ca A U sau. AV să 
fie perpendiculare pe d; unul din punctele P, r va înceta de a mai exista dar afirmațiile 
de mai sus se vor păstra cu corecţia: £ sav constituie o hl-dreaptă. 

Observaţii. 1. h-dreptele p, p' ce apar în cadrul configurației (a, A) merită o atenție 
specială. Lobacevschi, folosind termenul de paralele pentru h-drepte m cu proprietatea mha= 
=0, numeşte superparalele h-dreptele p, ș'. Noi vom adopta terminologia lui Bolyar 
ce pare a avea mai largă răspândire: 

— dacă mha=0 și pămzpb' spunem că h-dreplele m, a sînt divergente; 

— p se numește „paralela prin A la dreapta a orientată de la U spre V; 

— 7! va fi paralela prin A la dreapta a orientată de la V spre U. 

2. Constajăm deci că în geometria neeuclidiană apare noțiunea de paralelism, da? 
referitoare la drepte orientate. După cum se constată uşor, proprietatea lui f (orientată de 
la X la V) de a fi paralelă cu ap.p este independentă de poziția h-punctului A ce îi aparține. 

VI.8. Nu restrîngem generalitatea presupunînd 
că aceste o hl-dreaptă avînd punct limită X. Con- 
ciderăm cercul of de centru X și rază XA și fie 
Beant. Putem afirma că -unghiul format în 
B este drept. Fie M un punct arbitrar pe a, și 
h-dreapta. (AM), obținută prin intersectarea semi- 
planului S cu un cerc de-centru Y. Se poate de- 
monstra ca în geometria euclidiană că în h-triunghiul 
ABM, h-unghiului mai mare zA BM i se opune 


h-latura mai marc. Noi vom prefera o demonstrație 
calculatorie, mai puţin elegantă dar mai riguroasă şi mai! naturală în 
cadrul acestei succesiuni de probleme. Folosind teorema sinusurilor 
(vezi VI.5. g) avem: 
sh L(A, B) __sh L(A, M) ci sh L(A, B) _ sin MAY = 
SnzAMB siny ABM’ sh L(A, M) sin 90° 
h h 
Deducem, imediat sh L(4, B)<sh L(A, M) deci L(A, B)<L(4, M). 
Deci, cu punctul B astfel construit are loc 


1 
tg BXA 
s3 


(1) L(A, a) = L(A, B) =log 7 =log ctg 


unde s-a utilizat pentru L formula (7) din problema VI.4. a 
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Pentru construcția punctului B ne vom situa în cazul: generic, 
presupunînd că a apare prin intersecția semiplanului S cu un cerc 
æ de centru O. Considerăm o tangentă AT din A la ct, T fiind punctul 

de contact. Punem în evidență mijlocul 
M al tangentei AT și perpendiculara (în 
sens euclidian) MN pe 40 (N fiind pe d). 
„Cercul de centru N şi rază NA va tăia 
a în B. Într-adevăr MN este ax radical 
al cercului cf și a „punctului A“ (adica a 
44 unui cerc cu centru în A și rază nulă), 
Fig. 211 „deoarece MA=MT și MN este per- 
| ` pendiculară pe linia centrelor. Cercul de 
centru N prin A este ortogonal „punctului A“ deci și lui a, q.e.d.. 
În cazul particular 40 L d (și numai atunci), MW este paralelă cu d 
și se va lua B=A0Na. `` | 


VI.9. a) Vom presupune din nou (fără a restrînge generalitatea) 
că a este hl-dreaptă (avînd U ca punct limită). Punem în evidență 
h-semidrepte Ax, AU ce constitpie h-paralele în 
sensuri precizate la a. (Ax aparţine unei /J-drepte 
iar AU se situează pe un cerc P de centru P). 
Punem în evidenţă și cercul cf de centru U și rază 
UA ; conform problemei precedente proiecția B a 
lui A pe a este dată de B€ anot. Fie A y, Az tan- 
gente în A la cercurile P. ct, Problema cere să se 
observe  +xAz = + yAz. Dar + xAz = %PUA Și 
xyz = + PAU (unghiuri cu laturi perpendicu- 
lare). În triunghiul isoscel PAU se observă uşor 
+ PUA= + PAU, c.c.t.d. 

b) Am constatat în problema precedentă ` egalitatea (1): 


L(A, B)= log ctg= Vom nota așa, cum indică enunţul, L(A, a) = 


= L(A, B) = x și egalitatea precedentă devine: ctg = = e", deci 


e — eF ; : 
ctg a = ——— = sh x. Vom exprima, deci: 
S E RI A N A N 
TE 
RA) — arc'tg (sh x) 
DN E RI E UNA 


Observaţie. Schimbarea bazei logaritmului (de la e la 3=e%) în -expresia lui L are 
ca efect doar amplificarea, argumentului-x, în membrul secund printr-un factor constant 


R « Este acum uşor de constatat că în geometria neeuclidiană alegerea unei măsuri pentru 


sa da e 
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unghiuri induce o alegere a unităţii de măsură pentru distanţe. Dar, pentru unghiuri, 
se pune uşor în evidență un etalon : unghiul drept. În consecință putem alege un „etalon 
u 
| R 

c) Afirmația din enunț admite următoarele formulări echiva- 
lente, condiţionate de creșterea lui x de la 0 la oo: 

—. arc tg(sh x) creşte monoton de la 0 la oo ; 

— sh x crește monoton de 0 la o; 


T T “u 
de lungime“ u încît a(u) = T’ deci arc tg (s ) ay adica sh T = 1, etc. 


— e creşte monoton de la 0 la 00 (căci sh x= - >—) unde y=e€?). 
Ultima. formulare asigură valabilitatea afirmației. 


VI.10. a) Afirmația este evidentă în ambele cazuri posibile pen- 
tru tripletul A, B, C (sînt sau nu A-coliniare). Putem deci afirma că 
3 este o funcție complet simetrică de cele trei variabile. 

.. b) Premiza asigură că h-coliniaritatea punctelor „A, B, C o atra- 
ge.pe-cea a k-punctelor A”, B’, C’; deci, în acest caz atît è (A, B, C) 
cît și-d(4%, B’, C') sînt zero. T l 

Dacă A, B, C nu sînt k-coliniare atunci sînt vîrfuri ale unui 
h-triunghi. Premiza asigură conform problemei VI.5.4 că A'B'C' 
este H-triunghi egal cu ABC, deci unghiurile co-. ` 
respunzătoare sînt egale, etc. l 

c) Dacă A, B, C. sînt. h-coliniare, atunci 


344, B, D)=8(4, D, C) = è(4, B, C) =0' şi egali- 


tatea din enunţ este verificată. În caz contrar A C 

ni se cere să constatăm J 
otioti Dre A 
f ig. 


| = 180—(4+B8+0), 
ceea ce este evident deoarece A+ Aa şi Dı, +Dı=180°. Putem 
deci afirma că funcţia 5 este aditivă. 

d) Vom demonstra din nou (vezi VI.5.f) că valorile funcţiei ô 
sînt nenegative, adica pentru orice h-triunghi ABC 
suma -unghiurilor sale, A+B +¢Ċ, nu poate de- 
păși 180°; vom prefera acum un raționament mai 
geometric“. 

Într-o primă etapă vom arăta că suma a două 
h-unghiuri, de exemplu B+C, nu poate depăşi 180°. 


HE 
X 
OYU Aceasta revine la a dovedi că unghiul exterior B’ 
Gil ci / format de k-semidreptele (Bx, BC), adica 180° — 


Fig. 214 _—B, este mai mare decît unghiul interior ne- 
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adiacent C. Fie D /-mijlocul laturii BC, adica L(B, D)=L(D, C) şi 
punctul E al //-dreptei (AD), caracterizat prin L(A, D)=L(D, E) şi 
ARE (Atragem atenţia că figura 214 a fost trasată cu maximum de 
precizie; doar obișnuința noastră de a lucra cu lungimi euclidiene 
sugerează că D ar fi mai aproape de B decît de C sau de E decît de 
A). Vom constata ușor că /-triunghiurile DAC și DEB sînt egale (vezi 


problema VI.5.d) deci C= x ACD= +DBE= +CBE. Dar E este evi- 
k h >. h 
dent interior unghiului B’ și egalitatea C=+CBE demonstrează 


: , h 
tocmai C< B’. Această etapă de demonstrație are interes intrinsec; 
rezultatul se citează cu denumirea de teorema unghiului exterior. 
Să presupunem apoi prin absurd că ar exista un h-triunghi A BC 
încit A+ B+C=180-+a şi «#0. În virtutea etapei precedente va 
trebui să acceptăm că fiecare dintre unghiurile A, B, C îl depăşeşte „pe 
æ. Vom mai presupune că notarea virfurilor s-a făcut astfel încît A < 


< BC. Este ușor de constatat că suma /-unghiurilor h-triunghiului 
ABE (adica +EAB+(xABC+ + CBE) + + BEA) este egală cu 
h k h h 


+ DAB+B+C+ + DAC=A4+ B+C= 18004 x. În acest nou triunghi, 
h 
+ BAE sau x BEA este cel mult jumătate din A și trebuie deci să 
hk 


admitem că are loc SÅ >«, adica A > 2a. Repetînd construcția 


de n ori va trebui să acceptăm și A > 2” -æ. Aici n este arbitrar și im- 

pune « = 0 în contradicție cu presupunerea adoptată. Deci A+B + 
-+ Cs 180", adica S(A4, B, C) > 0 pentru orice h-triunghi ABC. 

Vom arăta acum că există un -triunghi ABC 

A încît d(A4, B, C) > 0. Este ușor de construit un p-tri- 

unghi ABC încît A=90%, L(A, B)=L(A, C)=b (lun- 

gimea fiind calculată cu logaritmi în baza B și R= 

=lnß). Pentru a ușura calculele algebrice ce urmează 


BO C vom introduce unghiul auxiliar ọ, presupus ascuțit, 
b 
încît sk — =tg o. Mai obtinem : 
Z 7 R EF ; 
; b b 
Fig. 215 eRT = 1+ sh? 7 =1+tg? p=sec? o, deci ci = sec o. 


Teorema cosinusului (vezi VI.5.g) conduce la: 


a b b 
ch — = ch? — — sh? — cos A =sec? , SÌ apoi 
R R R 9, ȘI ap 


| 
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— 


sh £ = Jet e E e L gV it cos: e 
-R R cos? e 


Teorema sinusurilor (vezi de asemenea VI.5. g) conduce la: 
cos e 


dia DAC (s =) ES: scape SEO Pa 
R RJ} Vi costo 


Deducem apoi sin (B+C)= sin 2B=2 sin B cos B=2 Ei iti ANS 
1 + cos? o 
Este uşor de constatat că putem alege unghiul ascuţit auxiliar e, 
sau mărimea x= cos ọ € (0,1) încît B+C să fie orice unghi cuprins 
între 0° şi 90°. Urmează 90° <A +B+C <180°, adica 0 <è(4, B, C) < 
< 90°. (Limitarea superioară 8 <90° se datorește faptului că pentru 
a uşura calculele impusesem de la început A = 90°). 
Observații. Exemplul analizat permite! obținerea rapidă a unor consecinfe imper- 
tante în sine : 
1) Nu există un h-triunghi dreptunghic isoscel de defect nul ; 
2) Oricare ar fi numărul real pozitiv e, există un h-triunghi (dreptunghic, isoscel 
ABC încit (4, B, C) <e. 
e) Fie D,E, F interioare k-triunghiului A BC și k-puncte D', E’, F” 
construite ca în figura 216. Obţinem conform punctelor precedente : 
3(4, B, C) = (4, B, D')+ 
+ 3(8,D', C) > è(B. D’, C) > 
> è(B, D, C) > è&(B; D, F)> 
>ô(E', D, F')> ..> è(D, E, F). 
Inegalitatea enunțată a fost 
astfel demonstrată. 
f) Să presupunem prin absurd 
că ar exista un /-triunghi ABC 
încît (A, B, C)=0. Conform ob- 
servaţiei de la d) nu am putea ac- 
cepta ca ABC să fie dreptunghic. 


isoscel ; ideea demonstraţiei constă 
în a dovedi că va exista un alt 49 A 
h-triunghįi DEF dreptunghic isoscel Fig. 216 


cu (D, E, F)=0. 

Evident, conform d), A BC nu poate avea mai mult de un h-unghi 
obtuz. Vom presupune că B, C sînt ascuţite și vom pune în evidență 
h-proiecția D a lui A pe (BC). Cu ajutorul teoremei unghiului exterior 
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ne asigurăm că are loc B—>D=C. Rezultă 
0 3(4, D, C)s 3(4, B, C) =0, deci am pus 
în evidență un triunghi dreptunghic ADC 
încît S(4, D, C)=0. i 
Dacă L(D, 4)=L(D, C) atunci ADC este 
Și isoscel și demonstrația prin reducere la 
„absurd se încheie. În caz contrar, fie L(D, 4)< 
fa // :<L(D,C). Va exista E încît DTExC şi 
L(D, E) = L(D, A) (vezi problema VI.5. a). 
Vom avea deci 0< 3(4, D, E) <3(4,D, C)=0 
și am identificat. /-triunghiul dreptunghic isoscel DEF=DEA ce ni-l 
propusesem să-l găsim. . | | 


„Fig. 217 


Observaţii 1. Pentru un h-iriunghi ABC, | mărimea nenegativă  S(A; B, €c) se 
numește defect al h-triunghiului. ` a n 
2. Funcţia „defect“ definită pe mulțimea h-triunghiurilor are toate proprietățile unes 

arii. Se acceptă prin definiţie ca aria unui h-triunghi să fie defectul său (eveniual amplificat 
ca un factor constant ales peniru întregul model). a | 

„„.„ 3. Din moment ce defectul &=8(A,. B, CY se poate exprima prin h-unghiurile unui 
h-iriuunghi A BC iar aceste h-unghiuri se pot exprima în funcție de h-laturile d=L(B, C) 
b=L(C, A),c=L(A4, B), putem găsi diverse expresii ale lui 8 în funcție de laturi Pentru 
a da cea mai remarcabilă dintre aceste formule, anume formula. lui. Liebmann, vom mai nota ; 


p= > (a+d+0):: 


i 


E 7 mae 
Y shp . sh(p—a) .sh(p—5) . sh(p— c) , 
PIZ 0 

hZ eeh. ch 2 

Ch e. — o — 
. | 222 
DR N n NR 
Analogia cu formula lui Heron justifică odată în plus considerarea defectului ca arie. 
4. Se poate demonstra și formula (ce o considerăm ațarținină lui] Mescliouski)a 


PI 
8 a 
| t5 = th L(A, (BC),) + shy. | 


Aici L(A, (BC),) este „îndlțimea“ din A a h-triunghiului 


ind = 
an, = 


VI.11. Vom presupune pentru început că, a este o hl-dreaptă 
avînd O drept punct limită. Pentru a obține un punct M a locului 
Seometric alegem un H-punct A pe a și ridicăm o perpendiculară 
(AM);=m încît L(A, M)=k. Fie U, V punctele limită ale /-dreptei 
m. Folosind formula (7) din soluția problemei VI.4. a doua condiție 
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| tg = VAO i. a 
devine |log— =k echivalentă cu tg A MOV =—ek sau cu 
tg 1 MOV 
2 
k ; 

teMOV=- < e adică: x E ; 

1—e* shk . y 
tg MOA= shk. Q . 


(Dacă logaritmul se socotește 
în baza B=eR în ultimele trei ega- 
lități se va înlocui- prin Rk; 


e 
schimbarea nu afectează calitativ MA . 
discuţia ce va urma). a 
Deducem imediat că locul geo- . 
metric va consta în două semi- | 


drepte (euclidiene) Ox şi Ox’ for- LUAN) TJ, 
mînd cu a unghiuri egale. /, //, Ai // /, 
în cazul cînd înlocuim kl- “Fig. 218 . 
dreapta a printr-o kg-dreaptă b (de 
„centru“ K şi avînd U, V drept puncte limită) locul geometric se 
deduce din precedentul printr-o inversiune 7 de.centru U şi putere 
p=UK- UO. Semidreptele Ax, Ax’ 
vor fi transformate de I în arce cf, 
GB trecînd prin U,V (și formînd cu 
b unghiuri egale între ele și egale cu 
+ (a, Ox). Centrele X, Y ale cercuri- 
lor ce conţin aceste arce se situează 
pe perpendiculara în K pe d încît 
XK=KY= sh R. 


7 i Observaţii. 1. Locul geometric obținut, pen- 
tru orice valoare a lui k, este ortogonal be orice 
H h-dreaptă perpendiculară pe a (indiferent că a 
/ “este hg-areaptă sau h-dreaptă). 


Fig. 219 2. Ax, Ax respectiv A, B sînt numite e- 
chidistante fn raport cu a, respectiv >. f 


_VI.12. Modul de formulare a problemei ne îndreptățește să folo- 
sim enunţul punctelor b), c) ca indicaţii pentru construcţia cercului 
8, urmînd apoi să. demonstrăm succesiv valabilitatea fiecărei afirmaţii. 

Vom începe prin a construi punctele particulare ale locului B, C, 
situate pe kl-dreapta prin A (avînd U drept punct limită). Din carac- 
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terizarea acestor puncte, L(A, B) = L(A, C) =r 
vom deduce : 
(1) BU = AU cr, CU= AU <£. 
(Alegerea bazei B=e pentru baza logaritmului 
în care se calculează L are ca semnificație doar 
redimensionarea constantei 7). 

Din motive de simetrie, sau impunînd con- 


form c) ca cercul @ să fie ortogonal lui (BC), 
deducem că centrul său 0 este mijloc pentru BC. Deducem deci : 


(2) 0U=Î(BU+CU)= AU -chr şi 


(3) | as 2(CU—BU)=a U-shr. 


Modul de construcție a lui @ asigură valabilitatea afirmației b). 


Cercul € fiind determinat, vom demonstra pentru început că 
este ortogonal unei -drepte a arbitrară prin A. Vom presupune că 
a este partea din S a unui cerc cu centrul Xed (și rază 0A). Deși 
există numeroase posibilități geometrice de a demonstra această 
afirmație o vom dovedi prin calcul. Fie M unul din h-punctele în care 
a taie E; obținem : 


MY MO: = AX: += XU? + AU: + AU: shr = XU:4 
+ .AUzchtr = XU? + 0U? = XO, 
Deci + XMO=90* şi cercurile „a“, @ sînt deci ortogonale. 


Fie P, Q punctele limită ale lui a. Vom demonstra coliniaritatea 
punctelor C, M, P. Unim în acest scop M cu P și cu C şi constatăm : 


x PMX + x OMC = + MPX + + MCO -- (x MXU + +"MOU) = 


= 5 180° = 90° (în patrulateru MXUO unghiurile opuse din M și U 


sînt drepte, deci suma celorlalte două este 180°).. Ținînd cont şi de 
+ A MO=90* deducem + PMX -+ xXMO+ +OMC= 180°, deci P, M, 
C sînt coliniare. Analog rezultă coliniaritatea punctelor M, B, Q; 
deci B este ortocentru pentru C PQ ; rezultă apoi coliniaritățile (C, N, Q) 
și (P, B, N). | 

Abordăm acum punctul a). - 
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Ne propunem acum să dovedim L(M, A)=L(A, B) punînd în - 
evidenţă o inversiune I astfel încît I(4)=A, I(M)=B și - avînd 
centrul pe d. (Vezi problema 1V.26.): Se impune să cercetăm dacă 
inversiunea 7 de centru Q şi putere 2=0M -QB lasă invariant punctul 
A. Dar p este puterea lui Q față de 2, deci p =00: —p*+*+ QU=— 
—p2=QU2+- AU2(ch:r —sh?r) =QU:+ A U:=0A4?, c.c.t.d. 

Deoarece dreapta a era arbitrară, M este arbitrar pe &; rezultă 
că pentru orice M pe 6, L(A, M)=L(4, B)=r. 

Dacă („prin absurd“) ar exista puncte Z nesituate pe € încît 
L(A, I)=r, am trasa h-dreapta (Al) ; pe h-scmidreapta cu orieinea 
în A (interior lui 0) va exista cu siguranță un punct J situat pe 8. 
Deducem L(A, J)=r=L(A, I), deci L(I, J)=0, adica I=J, în 
contradicţie cu ipoteza IẸ@. 

d) Se trasează (fig. 221) mediatoarea segmen- 
tului EH pînă intersectează în A dreapta d. (X este 
centrul cercului ce intersectează S după (EH),). Se 
trasează dreapta EE’ perpendiculară în E pe XE 
(adica tangenta în E la (£A),). Se coboară perpen- 
diculara HU din H pe d. Se obţine O = EE'QHU 
şi se trasează O avînd centrul (euclidian) în O și 
raza OE. l 

Construcția descrisă nu poate fi efectuată cînd 
HELd. În acest caz construim ca în figura 222 U =HENd şi Y 
pe d încît UY =UE Fie Z punctul în care mediatoarea segmen- 
tului HY taie d. Cercul de centru Z şi rază ZH 
taie d în U și V. Construim F pe HE încit, UF= 
= UV (În triunghiul dreptunghic YHV vom avea 


HU:= YU-UV deci 2 S adica L(H, E) = 
: EU HU 


—L(H, F)’ prin urmare F va fi diametral opus în 
O lui E). Construim mijlocul O a lui EF și trasăm 
O de centru O și rază OE. 

e) Fie (pe figura 223) U proiecția lui O pe d, 
cercul de diametru OU intersectează O în T, T’ (ce 
constituie puncte de contact ale tangentelor din U 
la 0). Trasăm semicercul (TT')a: centrul său este 
evident U. Este ușor de demonstrat că h-punctul 
H=(TT')O0U este h-centrul cercului O. 

f) Pare evident că locul geometric al h-cen- 
trelor este k-mediatoarea mu a lui /ABja iar locul 
geometric al centrelor (euclidiene) este mediatoarea 
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(euclidiană). m, a segmentului AB.. Prima afirmație -este-'corectă dar 
a doua trebuie ajustată sau măcar. interpretată. Din enunț rezultă 

= h fe ta că cercurile în discuție- trebuie să aibă centre și 
„h-centre. Aceasta revine là a concepe cercurile 
drept „h-cercuri“ adică locuri geometrice a f 
punctelor P ce satisfac (pentru un Oe S și un 
re R,) egalitatea L(P,0,) =r. Atunci cînd 
h-centrul Or parcurge m, centrul O parcurge 
doar segmentul deschis MN al mediatoarei m,, 
(figura 224). 


Vom putea constata astfel că totalitatea H-punctelor 
X cu proprietatea că există un }-cerc circumscris H-triun- 
ghiului ABX se plasează în interiorul unei figuri limitată 
de arce de cerc M, O (nu de h-cerc !) prin A, B, de centre 
M şi respectiv N („Un om de zăpadă culcat pe dreapta 
d“); Din această, mulțime se exclud k-punctele situate: pe 
h-segmentul /AB/, şi punctele segmentului euclidian 4B 
(„un dublu colier la gitul omului de zăpadă“). 

Constatăm astfel că studiul h-triunghiurilor nu poate 
urma pas Cu pas studiul triunghiurilor din geometria eucli- 
diană ; existența unui cerc circumscris este o situaţie ce 
poate avea loc pentru unele h-triunghiuri dar nu pentru 
Fig. 225 toate. Caracterizarea prin H-laturi sau h-unghiuri a B-tri- 
unghiurilor dintr-o categorie sau alta este laborioasă. 


VI.13. Figura 185 ce a însoţit enunţul are avantajul de a sugera 
anumite simetrii dar este încă dificil de probat „caracterul general“ 
al acelei poziţii. Vom presupune că (AB), este 
Al-dreaptă, situație ce am putea să o realizăm 
oricind aplicînd eventual o inversiune figurii. 
Fie U punctul limită al lui (AB), Condiţia 
+ ABC=90* permite să trasăm /BC|, drept un 
h 


arc de centru U. Analog, /AD), va apare drept 
semicerc de centru U. Folosind formula (7) din 


tg ÎBUV 


VI.4 obținem eL 0 = =ctg} CUV, 


te Cuv 2 Fig. 226 


subînțelegînd că V este punctul limită al h-semidreptei cu originea 
în B, trecînd prin C. Dacă notăm +BUC = 2a egalitatea devine. : 


(1) HBO) = ctg OE n tg (450 aja EIEE 
“d i = l tgea 
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Folosind această formulă deducem ușor: că egalitatea L(B, C)= 
=L(C, D), împreună cu condiţia ca C, D să fie în: același: .h-semiplan 
limitat de (AB), asigură coliniaritatea (euclidiană) a punctelor 
U,C, D. Se putea folosi în 'acest' scop și observaţia că C, D se pla- 
sează pe aceeași echidistantă la (AB)a. Considerăm că în acest moment 
figurarea patrulaterului Saccheri (într-o poziţie avantajoasă) este 
realizată! astfel că 'vom aborda succesiv chestiunile enunțate. 

a) Este! evident că o inversiune 7. de centru U şi putere j= 
=UA. UB 'và transforma A în B şi în C în D. Deci imaginea prin J 
a -unghiului +BCD va fi + ADC. Rezultă astfel că cele două 

| ră Sci”, cl l 
h-unghiuri au aceeași valoare ce o notăm cu o. - 

Fie acum un h-patrulater arbitrar ABCD. Folosind notații ce 
nu le mai explicităm obținem: O<ă(A, B, C)+3(C, D, A)= 180°— 
—(4Â,+B+C0)+1800—(Ca4+D+A42)=360%—(4+B+C+D). Am `i- 
tea exprima această inegalitațe prin „defectul unui A-patrulater este 
nenegativ“. În cazul patrulaterului Saccheri, obținem :: 360° >90° + 
+90%4-20, adica o <90°, c.c.t.d. i l 


b), c) Folosind inversiunea 3 mai sus definită. obținem imediat 
egalitățile dorite. Dar, aceste demonstrații sînt „exterioare“ mode- 
lului pentru că inversiunea 2 este definită cu aj utorul. centrului ei U, 
punct ce nu este în S. Putem redefini & ca transformare bijectivă a 
lui S în. el însuși, ce- conservă funcţia L (sau mărimea /-unghiurilor) 
şi satisface 4 (4)= B, a(B)=4A, dar verificarea echivalenței definiții- 
lor revine tocmai 'la, demonstrarea. directă a afirmațiilor b), c). Vom 
reveni asupra acestei chestiuni. 7 

Putem constata egalitatea /-triunghiurilor DAE și CBE (cazul 
LUL, problema VI.5. d); urmează |DEh=|ECh adica L(DE) = 
=L(E, C). aaa ea n 

Analog, are loc ADAB =ACBA, deci 
LD, BCA i 


'd) Fie V, V’ punctele limită ale -dreptei |. 
(CD). Deoarece U cste.exterior. segmentului . 
CD şi UC. UD=UV . UV! constatăm că U 
este . exterior. și segmentului VV’. Vom nota... 
punctele V, V’ astfel încît. V” să fie situat între. BUUU 
U şi V. (Fig. 227). Presupunem că are loc și Rig, 227 
AU > BU. Fie E pe CD încît EVld și M= > 

A BACV, N= ABADY. Notîùd L(A, B)=a şi L(C, D)=c, consta- 
tăm că sati JOC a tie oce Caite a arte a aA tonă me n mă Cole pie ȘI cup 
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(s-a notat prin co punctul impropriu al dreptei AB şi s-a folosit teo- 
rema lui Pappus de invarianță a biraportului, adica problema I.16). 
Putem acum demonstra L(C, D) >L(4, B), adica ca observind că 
are loc CE>DE. Într-adevăr, E fiind situat pe tangenta V la cerc 
este exterior cercului suport al lui (CD). Modul de alegere a notării 
punctelor V, V’ asigură că are loc CE>DE, q.e.d. 
e) Se demonstrase L(E, D)= L(E, C) și 
A + AED= + BEC. Se va mai observa acum că 


h h 
E p h-triunghiurile EDF şi ECF sînt egale, deci 
+EFD = + EFC = 90°, adica F este h-proiecția 
h 


h 
NI îmi E pe (CD). Mai rezultă x DEF = x CEF, 
h 
Ù adica x AEF= + BEF deci E ceste k-proiectia lui F 
/, Mj A h P 


h 
Fig. 228 pe (AB). 
f) Fie ABCD şi A'B'C'D' două h 


patrulatere Saccheri avînd baze mici JA Bhh A Da 
și respectiv /A'B'/,, h-laturi laterale JADh, 2, Q 
BC) şi respectiv /A'D'r], [B'C']. Ipote- 
za asigură egalitatea /-bazelor mari L(C, D)= B EO% Neg 
= L(C', D') și a h-unghiurilor ascuțite 
* ACD = x BDC = + A'C'D'= * B'D'C'. 

`h 
Dacă, prin absurd, H-laturile laterale JADh 7 g h, 
şi /A'D'/, nu ar fi ega'e, s-himbînd even- Fig. 229 
tual notația, ar avea loc L(A’, D)<L(A, D) 
adica ar exista F pe /AD/, încît L(A’, D)=L(D,F). Ar mai 
exista atunci și E pe /BC|/, încît L(B', C')=L(C, E). Ne convin- 
gem ușor că EFDC este /-patrulater Saccheri avind JEF] ca bază 
mică. (Desfacem de exemplu EFDC și A'B'C'D' prin h-diagonale 
(FD), şi (B'D') în triunghiuri egale etc.) Ar urma ca /-patrulaterul 
A BEF să aibă patru unghiuri drepte, în contradicție cu cele arătate 
la a). Rezultă F=A, adica L(A’, D')=L(A, D) etc. 


VI.14. Vom presupune că a, b sînt în Poziţie generică, adica sînt 
hg-dreple avind ca „centre“ puncte distincte ale dreptei d. Vom construi 
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o h-dreaptă (AB) perpendiculară pe a şi b în modul următor. Se pune 
în evidentă punctul O (nefigurat pe schița 230) în care axul radical al 
cercurilor „a“, „b“ taie d. h-dreapta (AB) va apare intersectînd S cu 
un cerc cu centrul în O (A se găsește pe a şi pe 
cercul de diametru OX ; analog FOBV = 90°). 


Puntiele A, B construite astfel sînt unic deter- 
minate de conditia ca (AB) să fie perpendicu- 
lavă atît pe a cit şi pe b. Într-adevăr, dacă ar 
mai exista M', N' cu astfel de proprietăți şi 
M'zA, N'4B am pune în evidenţă un h-patru- 
ulater ABN'M' avînd patru unghiuri drepte, în 
contradicție cu cele arătate la punctul a) al Fig. 230 
problemei precedente. Dacă ar avea loc doar 
A=M' sau B=N' (numai una din ele) atunci s-ar găsi un h-iriunghi 
avind două h-unghiuri drepte, de asemenea absurd. Vom arăta în cele 
ce urmează că punctele A, B astfel individualizate (construcția lor 
detaliată va fi expusă la punctul b) al acestei probleme) se bucură de 
proprietățile enunțate. După această pregătire abordăm efectiv solu- 
tionarea problemei. 
~ a) Fie M, N h-puncte arbitrare pe a, b. În cazul cînd M ar coin- 
cide cu A am deduce ca în problema VI.8: L(A, B)<L(A, N). Ex- 
cludem pe baza unui raționament analog cazul N=B. Să presupu- 
nem că sîntem în cazul generic L(4, M)ÆL(B, N); pentru a fixa 
notația vom considera L(B, N).<L(A, M) şi ca urmare vom găsi P 
încît A4 PM şi L(A, P)=L(B, N). Este evident că ABNP este 
h-patrulater Saccheri (am considerat avantajos 
să-l plasăm pe figura 231 într-o poziţie în care 
dreapta d, absolutul, să apară înclinată). Con- 
form problemei precedente are loc L(A, B)< 
<L(N, P). Vom mai demonstra L(N, P)< 
<L(M, N) bazîndu-ne pe faptul că în h-triun- 
ghiul PNM, h-unghiul MPN este obtuz (ca 
d supliment al -unghiului ascuţit din P al pa- 
trulaterului Saccheri), deci mai mare decît orice 
h-unghi interior de exemplu cel din M. Afirma- 
Fig 254 ţia din enunț ceste astfel complet demon- 
strată. 

b) Să presupunem că a, b sînt în poziţie gencrică, adica apar 
prin restrîngerea la S a unor cercuri de centre O, O, (situate pe d) şi 
raze R, R,. Vom construi punctul X în care axul radical al celor două 
cercuri taie d.-Orientăm d de la O spre 0O, notă 0X=x şi. 00,=d; 
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" "obţinem at Ri (ga) — Ri deti i= 
AF ({(d24-R? — R2). :Construim expresia 
- algebrică obțińută şi individualizăm astfel X. 
„__ Cînd cercurile considerate sint exterioare, (fig: 232), 
'0 construcţie” mai geometrică pune în evidență tan- 
genta, comună TT; (unde T, 7,:sînt puncte de 
contact), mijlocul ei M şi X apare drept proiecție or- 
togonală a lui M ped. citi : 
Punctele căutate A, B constituie puncte de contact ale. tangen- 
telor din X la „a“ respectiv „b“. Evident, A, B.se aleg în S. îi 
Demonstrarea faptului că A, B astfel găsite satisfac condițiile 
enunțate s-a făxut la punctul precedent, deoarece acum este clar că 
(4 B), este perpendiculară pe a și pe b. | 
Construcția descrisă nu este acceptabilă cînd 0=0, ; în acest caz (A B), este evident 
hl — dreapta avind 0=0, drept punct limită. Dacă a (sau b) este h} — dreaptă se constată 
imediat X=0 (respectiv X=0,). Cazul cînd a, b ar fi ambele hi-drepte a fost exclus de 
enunț prin precizarea ca a, b să fie divergente (nu paralele). | "ARMS 
_c) Vom separa /-semidrepte a,, a, ale d-dreptei a. avînd originea: 
în. A. Unui număr real x să-i asociem punctul M =M (x) pe a astfel 
încît L(A4,.M)=lz| şi individualizat prin Pe Sa: | 


x>02Mea, ; X<0=Mea,. 


(Pentru x=0 evident M=A). . i nt A 

Să mai asociem punctului M=M(x) şi h-proiecția sa N =N (x) 
pe b şi să definim funcția f: R>R unde f(x)=L(M(x), b), adica J(x)= 
=L(M (x), N(x)). Enunţul cere să demonstrăm că pentru x>0 
funcția f este monoton crescătoare și ne- T 
mărginită. 

Fie xı, x, valori încît f(x,)=f(x). Re- 
notăm M(x)=M,, M(x) =M, N(x) = N, 
N(x.) =N.. Constatăm imediat că MM N.N, 
este /-patrulater Saccheri (/N,N./h fiind baza 
mică). Fie A”, B’ k-miiloacele 4-bazelor sale ; 
conform problemei precedente (4'B'), este 
perpendiculară pe a și b deci A'=A și B'=B. Fig. 25 | 
Condiţia f(x) = f(x.) revine deci la L(A, ic dă 
M)=L(A4, M.), adica |x=]. Deducem că: 

"— restricția lui f la R, sau R_ este injectivă ; ` 

— funcţia f este simetrică, adica f(x)= f(— x). A 

Acum putem accepta conform intuiției geometrice că f este „continuă (demonstrarea 
geometrică a acestei proprietăţi, deşi simplă principial este „tehnic“ dificilă): Funtţia f 
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va fi deci monoton crescătoare sau monoton descrescătoare şi sensul evoluţiei ei este uni- 
voc precizat de faptul deja demonstrat că admite un minim o pentru a=0 (cînd M=A4). 

Noi vom adopta o altă linie pentru finalizarea, soluţiei determinind efectiv funcţia 
J ; vom întimpina, pe această cale dificultăţi tehnice mai pronunţate dar explicitarea ce o 
vom realiza se va putea dovedi utilă în sine şi con- P 
stituie un exercițiu matematic interesant. 

Vom aduce configurația (printr-o inversi- 
une) într-o poziție în care b să fie Al-dreaptă - 
cu punct limită L (fig. 234). Evident, a va fi 
hg-dreaptă figurată de un semicerc de centru O și 
avînd unul din punctele de intersecție cu d 
notat prin V (vom presupune 0—V—1L). 

Vom nota provizoriu 0OV=r, OL=d. Men- 
ținem pe figură şi l-punctele A, B. Fie a, 
p-semidreapta lui a ce nu este îndreptată spre V. Un A-punct M 
pe a, este precizat de mărimea L(A, M)=x. Conform formulei (7) 


din soluţia problemei VI.4 vom putea exprima tez MOV =e tg 240V 
(presupunem că baza ß a logaritmului în care sc calculează L este e). 
tg l NLX 
Intenționăm să evaluăm mărimea y=f(x)=log ——— ; egali- 


: l ; 
tatea se transcrie IE MEO Vom obține : 


2e” 2 l : 
tg MLO= —— = —— =—, adica shy=ctg MLO. 
1—ew e” shy | 


Acum sc constată că vom putea explicita legătura între x şi y preci- 
zînd relaţia ce apare în triunghiul MOL între unghiurile 6= + MOL 
şi L= + MLO (reamintim OM=r, OL=d). Punem în evidenţă ega- 


Sin M = Si (unde se subînțelege că am adoptat prescurta- 


litatea 


sin 
rea M= +O0ML) şi apoi: 
2 ga M E as 
d—R sin M—sinL 2 2 


.— 


IFR 7 sin Msn Mp Mtt 
„2 2 
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Mle MAE | | i 
2 sin —— cos 
z 2 2 ip ML eg „M-L et. 
2 cos E sin ma 2 2 | 2 


Obținem acum ușor: 


M —-lL=2 arc tg p e% ctg- aor) =2 arc tg (ke”2), 
LS 


după ce am introdus (provizoriu) constanta : 


d—R 
d4-R 


k= ctg= AOP. 


Adăugînd egalităţii obţinute şi iai =7z—ð constatăm ușor că 
are loc : | 


0 
L= —arct ke £)— — 
g (ke *) 3 


Acum legăturile geometrice între x şi y au fost puse în evidență 
şi urmează să explicităm y în funcţie de x. Obţinem : 


keze" tg 5 AOV 


sh y=ctg L=tg [are tg (ke) — -| = i 
I +k tg- AOV 


i [iz inta d+R a AOV) e 
e al 2d a E | 


a : o . . ; T . 
Începem abia acum să folosim ipoteza TUORE i ce revine 
s h ` 


la xOAL=2Z, deci: 


2 
| í 
pa i l R Rod 
2 l +cos AOL ES R+d 
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Formula precedentă devine : 


l d—R d—R d—R .- 
sh y = ——— pp —— h x. 
y 2d du 2d E d atacă 


Calculele s-ar putea încheia aici dar ne deranjează factorul buni 


ce nu admite încă interpretarea geometrică în cadrul modelului. Dar 
singurul invariant al configurației inițial date, cuplul 4-dreptelor a 
şi b, pare a fi p=L(4, B). Procedînd ca mai sus constatăm : e= 


? . AL Teie di? 
i sh p=cte ALO= == = —Vd:—h2. Urmează [~| —1= 
şi sh p=ctg ALO» poli 0 Una =) 


A 
= ct 
“8 2 


=sh?p, deci £ =ch $. 
Obţinem deci: sk y=(1—ch p) ch x, ceea ce revine la : 
| f(x)=arcsh [(1 —chp)ch xil 


Acum este un simplu exercițiu de analiză să verificăm că 
f:R,>R, este o funcție monoton crescătoare nemărginită. 


Observaţii. 1. Nemărginirea funcţiei f se putea proba geo- 
metric uşor : cind M tinde către punctul limită X al h-semidrep- 
tei a h-segmentul [MN], tinde spre o h-semidreaptă figurată 
de sfertul de de cerc KĂ. 

2. Se mai constată pe aceeaşi figură 235 că h-proiecția 
N a lui M nu parcurge întreaga h-dreaptă b ci doar un k-segment 
HK avind k-mijlocul în B şi lungimea A furnizată de: 

Pee 
=L(H, K)=ln KL = ini E z BL p+l z E +e” +2 
HL d—R chp-1 e’-e™”—2 


Egalitatea obținută se scrie şi sub forma : 
| ? 


eP--e”P42 p Al À $ 
A = —— = [ehs] =h? - = - 
e pye’ ch m5 6 3 mann ln aha 


3. Faptul că două h-drepte sînt divergente se caracterizează prin existența 
unei perpendiculare comune sau prin existența unui minim nenul a distanţei de la punctele 
unei -drepte la cealaltă. 

VI.15. a) Să presupunem că a este o /l-dreaptă, avind O ca punct 
limită și direcționată în sensul „depărtării“ de d. O h-paralelă m la a 
va fi o perpendiculară, „ridicată“ pe d. Fie X punctul ei limită. O linie 
0—Q(a, A) perpendiculară pe toate aceste drepte m este evident para- 
lela prin A la a. 

Să presupunem că ar mai exista şi alte curbe cu aceeaşi proprie- 
tate. Alegînd un reper cartezian avînd d și a ca axe ecuaţia unei ast- 
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a Sbg fel de curbe s-ar 'scrie y=f(x). Pen- 
UAN tru a tăia perpendiculara m ridi- 
cată în X de abscisă x sub unghi 


M, IES i 3 de 90° este necesar (şi suficient) să 
i Aa aibă loc f'(x)=0. Dar în ultima 
r | AA egalitate x este arbitrar și, conform 


teoremei fundamentale a calculului 
OO /// integral, deducem că există o con- 
Fig. 236 stantă c încît f(x)=c. Pentru x= 
=0, adica m=a, găsim c=A0, deci 
f. este unic determinată și curba y=f(x) va fi Q. 

Să abordăm acum cazul generic, considerînd în locul //-dreptei 
a, o hg-dreaptă b avînd I, J ca puncte limită și direcționată de la J 
spre JZ. Punem în evidență inversiunea I de centru I și putere p=- 
=1] + IO ce transformă evident a în b. Punem în evidenţă și imagi- 
nea B a lui A prin I; deoarece în consideraţiile de mai sus poziţia .lui 
A pe a era arbitrară, înțelegem că B este arbitrar pe b. Inversiunea I 
transformă //-dreapta arbitrară m într-o h-dreaptă n pentru care se 
cere doar să admită 7 drept punct limită (n poate fi și o kl-dreaptă 
2). Vom constata imediat că Q(b, B) este imaginea prin I a dreptei 
Q(a, A) adica un cerc tangent (în 7) lui d. Într-adevăr n=D(m) taie 
Q(b, B) în P=I(M) şi deoarece unghiul sub care se taie două curbe 
este conservat prin inversiuni, n va tăia Q(b, B) sub unghi drept. 
Dacă ar mai exista o altă curbă Y¥ cu proprietățile enunțate ale lui 
Q(b, B), inversiunea I ar transforma-o într-o curbă cu proprietățile 
enunțate ale curbei Q(a, A), deci I(¥)=Q(a, A)=I(Q(b, 8)), deci 
P=Q(5, B). 

În concluzie: un h-oriciclu O(a, A) este o dreaptă paralelă cu d 
sau un cerc tangent lui d. 

Observaţii. 1. Este greşit să considerăm că un h-oriciclu Q(a, A) este loc geome- 
tric al „proiecţiilor“ lui A pe paralele la a. În cazul cînd a este hl-dreaptă orientată „în sus“ 
locul geometric este h-oticiclu dacă prin „proiecţie“ înțelegem proiecție euclidiană. Figura 
236 pune în evidenţă ! -proiecția N a lui A pe m, punct caracterizat prin XN=XA. 

2. Este natural să privim împreună h-cercul, echidistanța şi h-ori- 
ciclul punând în evidență următoarele proprietăți analoage. 

cercul de h-centru A este linie ortogonală pe fascicolul (eliptic) 
de h-drepte ce trec prin A, adica pe o familie coaxială eliptică de cercuri, 

echidistanta (în raport cu h-dreapta a) este linie ortogonală pe fas- 
cicolul (hiperbolic) de h-drepte perpendiculare pe a, adica, pe o familie 
coaxială hiperbolică de cercuri. 

h-oriciclul (de axă a) este linie ortogonală pe fascicolul (parabolic 
de h-drepte paralele cu a, adica pe o familie coaxială parabolică de 
cercuri, 


N 
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b) Să presupunem pentru început că cele două oricicluri apar ca 
drepte euclidiene. (paralele cu absolutul 4). În acest caz o omotetie 
avînd centrul pe d va aplica Q pe Q’ dacă şi numai dacă raportul ei 
este egal cu raportul distanțelor de la aceste oricicluri la d. Dacă Q 
este un cerc tangent în T lui d o inversiune arbitrară de centru T per- 
mite să reducem problema la cazul, precedent. Procedăm analog și 
în cazul cînd celălalt oriciclu este cerc (tangent lui 4) sau cînd ambele 
oricicluri sînt cercuri. Problema este astfel complet rezolvată. 

c) Conform punctului. precedent putem presupune că oriciclul 
Q este o dreaptă paralelă cu absolutul d. Axele a, b vor fi în acest caz 
hl-drepte. Transformarea G cu proprietățile enunțate va fi evident 
o translație de vector paralel cu absolutul. 

d) Vom presupune din nou că oriciclul Q (a, A) este o dreaptă 
paralelă cu d; conform punctului b) această ipoteză nu este restric- 
tivă. Deducem imediat că a și b sînt semidrepte perpendiculare pe 
d şi direcționate în sensul „depărtării de d“. Prin urmare AB va fi 
un segment paralel cu d și Q (b, B) va fi para- 
lela prin B Ïa d, deci coincide cu Q(a, 4), q.e.d. 

e) Proprietatea enunțată este evidentă în 
cazul cînd alegem «æ drept o semidreaptă 
perpendiculară pe d îndreptată „în sus“. Consi- 
derăm o %-dreaptă s ce trece prin A ; s este egal 
înclinată pe a şi pe o paralelă m la a dacă și 
numai dacă s este un semicerc avînd centrul 
O egal depărtat (din punct de vedere euclidian) 
de a și m. Considerînd și M €sNm, condiția 
revine evident la AM|d, adica MeO(a,4), 
c.c.t.d. 

Comentariu. Ni se pare utilă continuarea 
discuţiei acestei probleme. Folosind concluziile 
de la b) vom conchide desigur că proprietatea 
demonstrată este valabilă pentru orice -dreaptă 
orientată. Interpretînd cazul generic în cadrul 
geometriei euclidiene vom obţine următoarea 
propoziție de geometrie euclidiană gata de- 
monstrată. (Fig. 238). 

P=Fiind dat un cerc 0, o tangentă t în 
punctul T al acestui cerc şi puncte B, O pe tse Fig. 238 
trasează cercuri ct, M de centre B şi respectiv O, 
ambele trecînd prin T. Fie A, M punctele în care aceste cercuri vetaie O. 
Se cere să se demonstreze că cercul U ce trece prin A, M şi are centrul 
pe t taie sub unghiuri egale cercurile cl şi M. 
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Dacă ne oprim la această formulare este natural să încercăm să 
demonstrăm propoziția P (în cadrul geometriei euclidiene) prin in- 
termediul unei inversiuni de centru T (trei cercuri din figură. trec 
„prin T, deci vor fi transformate în drepte etc.). Dar, dacă explicităm 
unghiurile dintre cercuri, considerînd şi centrul C al cercului 8, vom 
constata ușor că CU este mediatoarea segmentului AM şi vom mai 
observa că cevienele CU, CT sînt izogonale în raport cu unghiul 
BCO. Vom obţine astfel o nouă propoziție P’ de geometrie euclidiană, 
evident adevărată dar mai greu de demonstrat : 

P'= Se consideră un triunghi BCO, înălțimea 
--- A sa CT, izogonala ei CU (cu U pe BO) şi simetricele 
F A, M ale lui T în raport cu dreptele CB, CO. Un- 
L IN għiurile BAU şi UMO sînt egale. l 

E Pentru a considera în mod independent propo- 

Fig. 239 zițiile P și P’ poate fi util să renotăm în mod 

convenabil punctele din fiecare configuraţie. Ori- 

cum, vom constata că geometria neeuclidiană constituie și sursă 
de probleme ale geometriei euclidiene. 
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